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Exercice 1. Déterminer, parmi les fonctions suivantes, celles qui sont dans L'(I).

(1) 1= i 101, ) fle) ==l R,
() fH=200 TR @) f(t) =AM T=)0,1],

(5) ()= Sp, Tt ool (6) f(t) = B2 (14 588) 1 =]1,+o0]
Exercice 2. (1) Soit f :]0,1] — R, continue par morceauz, décroissante et intégrable.
Etudier lim,_,o z f(z).
(2) Soit f : Ry — Ry continue par morceauz, décroissante et intégrable. Etudier lim, . x f(x).
Exercice 3. (1) Soit f € L'(R), peut-on dire quelque chose sur les limites de f en doo ?
(2) Si f € L'(R) est de plus uniformément continue sur R, montrer que lim, 1, f(z) = 0.
(3) On suppose que f € LY(R)NE(R) et f' € LA(R).

(a) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que |f(x) — f(y)| < Clz — y|"/? pour
tous x,y € R.

(b) En déduire que lim, 4 f(z) = 0.

(4) On suppose ici f € €' (R) telle que f + f € L*(R).
(a) Montrer que f € L*(R).
(b) Montrer que lim, 1 f(x) = 0.

Exercice 4. On pose pour toutn >1, f>1, xz,a,v € R,
n

fa(z) = Tl + )’

(1) Montrer que f, € LP(R) et ceci pour tout 1 < p < 400, n € N*, > 1 a € R et
calculer || fnllp-

gn(z) = nYe el

(2) Montrer que g, € LP(R) et ceci pour tout 1 < p < 400, n € N*, v € R et calculer
l[gnllp-
(3) Déduire des question précédentes que pour 1 < p < q < 400 les topologies induites sur
LP(R) N LA(R) ne sont pas comparables.
Exercice 5. Soit f : [1,+o00[— R continue par morceauz. La convergence de ffo f(t)dt assure-
t-elle celle de [ f3(t)dt et celle de [ IOt ¢ (considérer les applications : f,g : [1,+oo[— R

3

définies par : f(t) = n pour tout t € [n,n+ 1/n?] et n € N* et g(t) = t*sin(t?) avec p > 3.
Exercice 6. Soient 1 <a << +4oo et f : R— R continue par morceauz.

(1) Montrer que : t? < max{t®, ¢’} pour tout t € Ry et tout p € [, f].

(2) Montrer que |f(z)|P < |f(z)|* + |f(x)|° pour tout « < p < 3 et tout x € R.
(3) Si f € L*(R) N LP(R), montrer que f € LP(R), pour tout a < p < 3.
(4)

4) Soit f : R — R continue par morceaus. Montrer que Iy :== {1 <p <+oo : f e LP(R)}

est toujours un intervalle.
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5) Soit f : R — R continue par morceauz et telle que 1 (). Par convergence dominée,
f Y
montrer que p — || fll, = (fa |f(t)|pdt)1/p est continue sur Iy.

Exercice 7. Soit Q) un intervalle ouvert de R tel qu’il existe f : Q — R continue par morceaux
et telle que f et 1/f appartiennent a L*(S). Montrer que A\(2) < oo.

Exercice 8. Soit E C R un intervalle ouvert de longueur \(E) < oo finie et soient 1 < p <
q < oo. Montrer que LY(E) C LP(E) et plus précisément

[l < AE)e [ fllp, V[ e LUE).
En déduire que l'injection canonique LY(E) — LP(E) est aussi continue.

Exercice 9. Soient 1 < p,q < 400, f € LP(),g € L1() et r > 0 tel que % = %—k %. Montrer
la forme généralisée de l'inégalité de Héolder vue en cours : fg € L™(Q) et || fall- < I fllp - 1l9llq-

Exercice 10. (une inégalité de Hardy). Soit f € €°(R.) N L*(R). On pose pour x > 0 :
g(x) =3 [y f(t)dt.
(

1)
(2) Soient 0 < a < b, montrer que

/ab G2(t)dt = ag*(a) + 2\//ab92(t)dt /ab F2(t)dt.

(3) Montrer que fob g (t)dt < 4f0b f2(t)dt.
(4) En déduire que g € L*(R,) et que fR+ g (t)dt < éLfR+ F2(t)dt.

(5) A laide des fonctions f,(t) =1 pour 0 <t <1, =1/v/t pour 1 <t < n et = \/n/z pour
x > n, montrer que la constante 4 est optimale.

Montrer que g est de classe C' sur R et se prolonge continument en x = 0.
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