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Intégration 1 — Samedi 10 Juin 2012.

Exercice 1. 8 Montrer que deuz entiers k,p € N vérifient
P42+ 4nf=(1+24+---+n)?, VneN
st et seulement sik=p=1ouk =3 etp=2.

Exercice 2. On désigne par G, la moyenne géométrique des coefficients binomiaux (8)7 (1), ey (

o)) ()

Montrer que lim,,_,o, /G, = +/e (Indic : on peut commencer par montrer que (g) (’f) . (Z) =

| (”:;:k)nﬂ_% en remarquant que y_,_,(n+1—2k) = 0 pour reconnaitre dans n~*log(G,,)

une somme de Riemann...).

Exercice 3. Déterminer les limites
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(4) @@ lim — ZA A ot Ay, ..., A, sont les sommets d’un polygone régulier inscrit dans

=2
le cercle umte

Exercice 4. ® On pose pour n € N : fo 1+t4)"' Ftudier la suite (uy,), et les séries
Do Un €ty uy/n.

Exercice 5. Déterminer toutes les fonctions continues f : R — [1, 400 vérifiant
JAER, NeN : f(z)f(2x)...f(nx) < An™, VneN, z € R.

Exercice 6. ®®
(1) Soit f € LY(R), peut-on dire quelque chose sur les limites de f en 400 ?
(2) Si f € LY(R) est de plus uniformément continue sur R, montrer que lim, 4 f(x) = 0.
(3) On suppose que f € LY(R)NEHR) et f' € L*(R).

a) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que |f(z) — f < Clz —y|"? pour
(a) q q y y|"? p
tous x,y € R.

(b) En déduire que lim, .. f(x) = 0.

(4) On suppose ici f € €' (R) telle que f + f' € L*(R).
(a) Montrer que f € L*(R).
(b) Montrer que lim,_, . f(xz) = 0.
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Exercice 7. ® Soit f : [1,+oo[— R continue par morceauz. La convergence de floo f(t)dt
assure-t-elle celle de floo f3(t)dt et celle de floo “ct(—gt)‘dt? (considérer les applications : f,g :
[1,+00[— R définies par : f(t) = n pour tout t € [n,n+ 1/n®] et n € N* et g(t) = t*sin(t?)
avec p > 3.

Exercice 8.
109

Exercice 9. En comparant avec des intégrales, montrer que la partie entiére de E k~
k=1

2/3 yaut

2997.

Exercice 10. . C(«a) désignant le coefficient z*°"' dans le DL & lorigine et a un ordre conve-

1 1 1 1
1 @ _ _1 —_— . e . _— .
nable de (1 + x) CalC“le”/O Cl-t )<t+1+t+2 +t+2012) «

Exercice 11. Soit f € L*(R), montrer que / |f(t)|dt < V8 (/ \tf(t)]%it) (/ \f(t)|2dt>
R R R
1
(on pourra pour tout x > 0 écrire [ | f(t)|dt = f[f:v,w] |f(t)|dt + fR\[fx,x} m|tf(t)|dt)

Exercice 12. Préciser la nature (convergence, convergence absolue, divergence...) des intégrales
1mpropres :

+00o 1 t “+oo : t
1)1_&:/ Sln()dt, Ja:/ ﬂdt, 0<a<?2.
to 5 t*+sin(t)

0
2)/ (\/\/x+a—\/§—\/\/_—\/:c—b>dx, (a,b) € R% x R%.
b
0o N | 00 oo .log(x) o0
3) / (cos(z™)) dr, a € R, / <x +2—-Vat+4r+ 2> dx, / dex, / cos(x?)dz.
1 T 0 2 log"(z) 0

Exercice 13. . C(«) désignant le coefficient z*°1' dans le DL a l'origine et a un ordre conve-

1 1 1 1
e do (1 o calont _t_1< L —)dt.
nable de (1 + z) cacuer/o C( ) t+1+t+2 Jrt4—2012
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