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Intégration 1 � Samedi 10 Juin 2012.

Exercice 1. ¤ Montrer que deux entiers k, p ∈ N véri�ent

1k + 2k + · · ·+ nk = (1 + 2 + · · ·+ n)p, ∀n ∈ N

si et seulement si k = p = 1 ou k = 3 et p = 2.

Exercice 2. On désigne par Gn la moyenne géométrique des coe�cients binomiaux
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en remarquant que
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une somme de Riemann...).

Exercice 3. Déterminer les limites
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où f, g ∈ C([0, 1]).
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A1Ak où A1, . . . , An sont les sommets d'un polygone régulier inscrit dans

le cercle unité.

Exercice 4. ¤ On pose pour n ∈ N : un =
∫ 1

0
dt

(1+t4)n
. Etudier la suite (un)n et les séries∑

n un et
∑

n un/n.

Exercice 5. Déterminer toutes les fonctions continues f : R→ [1,+∞[ véri�ant

∃A ∈ R, N ∈ N : f(x)f(2x) . . . f(nx) ≤ AnN , ∀n ∈ N, x ∈ R.

Exercice 6. ¤

(1) Soit f ∈ L1(R), peut-on dire quelque chose sur les limites de f en ±∞ ?

(2) Si f ∈ L1(R) est de plus uniformément continue sur R, montrer que limx→±∞ f(x) = 0.

(3) On suppose que f ∈ L1(R) ∩ C 1(R) et f ′ ∈ L2(R).
(a) Montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que |f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|1/2 pour

tous x, y ∈ R.
(b) En déduire que limx→±∞ f(x) = 0.

(4) On suppose ici f ∈ C 1(R) telle que f + f ′ ∈ L2(R).
(a) Montrer que f ∈ L∞(R).
(b) Montrer que limx→+∞ f(x) = 0.
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Exercice 7. ¤ Soit f : [1,+∞[→ R continue par morceaux. La convergence de
∫∞
1
f(t)dt

assure-t-elle celle de
∫∞
1
f 3(t)dt et celle de

∫∞
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|f(t)|
t3
dt ? (considérer les applications : f, g :

[1,+∞[→ R dé�nies par : f(t) = n pour tout t ∈ [n, n + 1/n3] et n ∈ N? et g(t) = t2 sin(tp)
avec p > 3.

Exercice 8.

Exercice 9. En comparant avec des intégrales, montrer que la partie entière de
109∑
k=1

k−2/3 vaut

2997.

Exercice 10. . C(α) désignant le coe�cient x2011 dans le DL à l'origine et à un ordre conve-

nable de (1 + x)α calculer
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Exercice 11. Soit f ∈ L1(R), montrer que

∫
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Exercice 12. Préciser la nature (convergence, convergence absolue, divergence...) des intégrales
impropres :
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∫ ∞
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Exercice 13. . C(α) désignant le coe�cient x2011 dans le DL à l'origine et à un ordre conve-

nable de (1 + x)α calculer

∫ 1

0

C(−t− 1)
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dt.
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