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Théorémes de convergence 2 — Octobre 2011.

Exercice 1. Pour z € C de partie réelle o vérifiant | o |< 1.
sinh(zt)

(1) Montrer que f : t € Ry = f{t) = o

f(0) = z, est intégrable sur Ry (et
continue).

(2) Pourt > 0 développer f en série d’exponentielles et appliquer la convergence dominée a
la suite des sommes partielles pour établir

/ Si,nh(Zt)dt _ Z 2z
g, sinh(t) —~ (2n+1)*—2°
(3) Sachant (exercice classz'que des séries de Fourier...) que pour z € C\ Z on a

Wcotan 7rz = — —|— Z

n>1

3 en déduire que pour 2z € C\Z on a

sinh(zt) T eon(™?
/R+ sinh(t) ESYORA 2 n(;)

(2t)2n+1
4 .8.¢e. lett D f(t) =
(4) On rappelle que (d.s.e.) pour | z |< 1 ett >0 : f(t) ;(2n+1)!sinh(t)’

montrer que

h( t
/ sin z _ 22 _ 922 (2n+2)22n+1'
R

N smh =

1
ot ((a) = E - En déduire que pour | z |< 1
n>0

m 2n— 2 2n+1
§tan _2; — 2722 + 2) 22

Exercice 2. Pour f € €(R,) N L*(R.) on pose a, = fR 1+n2t2dt Aprés avoir justifié la
définition de a,,, montrer que la suite a, converge et préciser sa limite.

1
V(1 +x/n)""

Exercice 3. On pose pour n € N* et x € R% : fu(z) =

(1) Montrer que l'intégrale impropre I, fR fn(t)dt converge si et seulement sin > 2.
(2) Montrer que pour tout x > 1 et n > 2 : |fu(x)| < 4/2%

(3) Montrer que la suite (I,,)3° converge et préciser sa limite.

oo _n N . . e . “, .
On pose pour n € N*, a,, = f1 e~ dt. Aprés avoir justifié la définition de a,, montrer que
la suite a, converge, préciser sa limite et donner un équivalent de a,.

Exercice 4. Soit f(z) = [ e ~* cos(2zt)dt. Montrer que f € €(R). Montrer qu’il existe une
suite (ay), de réels telle que f(x) =3 soana™, Vo € R.

0 —1)nt1
Exercice 5. Montrer que : Z L / Z / x *dr,.
nm n"

n=1 n=1



2

Exercice 6. Ftudier sur son domaine de définition la fonction définie par f(x fR ~ og(t)dt.
Trouver une équation différentielle vérifiée par f. En déduire la forme explzczte de f

in(zu)

Exercice 7. Soit f(x) :/ s du.
0

u
(1) Montrer que f est indéfiniment dérivable sur son domaine définition.
(2) Montrer que sur | —1,1] on a un développement sous la forme f(x) =" a,a™

(3) En déduire f sur | —1,1[. Montrer que cette expression subsiste sur tout R.

Calcul de l’intégrale de Dirichlet /.oo Siiﬂdt. On considére les applications f(z) :=
0

o o] —tx
0 t+x o 241

(1) Montrer que f et g sont de classe C? sur R .

(2) Montrer que f et g sont solutions de I'équation différentielle y” +y = 1.
(3)
(4)
(5)

Montrer que f — g est 2w-périodique.

4) Montrer que f et g sont équivalentes a % en +o0o puis que f = g.
5) En déduire que /oo Siz(t) dt = g .
0

Exercice 8. Calcul de l'intégrale de Gauss fooo et dt. Soient f, g : R — R les fonctions
défini ) = d = [,
éfinies par f(z) / t et g(z) /0 e dt

1+¢2
(1) Montrer queof et g sont de classe C'. Donner une expression de f' et de ¢'.
(2) Calculer f(0).
(3) Montrer que ' = —(g°)".
(
(

1 e—(1+t2)12

4) Montrer que lim,_ ., f(x) = 0. Justifier votre réponse.

5
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Déduire de cette étude la valeur de ['intégrale /oo eV dt.

0
Exercice 9. &([a,b]) est l’ensemble des fonctions de classe C sur R nulles en dehors de [a, b].
(1) Soit f € &([a,b]), montrer Uexistence de v(f) = lim f=) dx
5*}0_‘_ |33‘2€ €T

(2) Montrer qu’il existe deux constantes a, 3 ne dépendant que des réels a et b telles que
lv( )] < allfll + Bllf ||oo pour toute fonction f € &([a,b]).
(3) Peut-on choisir =079
Pt

1 (_1)n
Exercice 10. Soient p,q € R, montrer que dr = .
p.q € Ry g /O T Z% T
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