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Exercice 1. Pour z ∈ C de partie réelle σ véri�ant | σ |< 1.

(1) Montrer que f : t ∈ R?
+ 7→ f(t) =

sinh(zt)

sinh(t)
, f(0) = z, est intégrable sur R+ (et

continue).

(2) Pour t > 0 développer f en série d'exponentielles et appliquer la convergence dominée a
la suite des sommes partielles pour établir∫

R+

sinh(zt)

sinh(t)
dt =

∑
n≥0

2z

(2n+ 1)2 − z2

(3) Sachant (exercice classique des séries de Fourier...) que pour z ∈ C \ Z on a

πco tan(πz) =
1

z
+
∑
n≥1

2z

z2 − n2
en déduire que pour 2z ∈ C \ Z on a

∫
R+

sinh(zt)

sinh(t)
dt =

π

2
tan(

πz

2
).

(4) On rappelle que (d.s.e.) pour | z |< 1 et t > 0 : f(t) =
∑
n≥0

(zt)2n+1

(2n+ 1)! sinh(t)
,

montrer que ∫
R+

sinh(zt)

sinh(t)
dt = 2

∑
n≥0

(1− 2−2n−2)ζ(2n+ 2)z2n+1.

où ζ(α) =
∑
n≥0

1

nα
. En déduire que pour | z |< 1

π

2
tan(

πz

2
) = 2

∑
n≥0

(1− 2−2n−2)ζ(2n+ 2)z2n+1.

Exercice 2. Pour f ∈ C (R+) ∩ L∞(R+) on pose an =
∫
R+

nf(t)
1+n2t2

dt. Aprés avoir justi�é la

dé�nition de an, montrer que la suite an converge et préciser sa limite.

Exercice 3. On pose pour n ∈ N? et x ∈ R?
+ : fn(x) =

1

x1/n(1 + x/n)n
.

(1) Montrer que l'intégrale impropre In :=
∫
R+
fn(t)dt converge si et seulement si n ≥ 2.

(2) Montrer que pour tout x ≥ 1 et n ≥ 2 : |fn(x)| ≤ 4/x2.

(3) Montrer que la suite (In)
∞
2 converge et préciser sa limite.

On pose pour n ∈ N?, an =
∫∞
1
e−t

n
dt. Après avoir justi�é la dé�nition de an, montrer que

la suite an converge, préciser sa limite et donner un équivalent de an.

Exercice 4. Soit f(x) =
∫∞
0
e−t

2
cos(2xt)dt. Montrer que f ∈ C∞(R). Montrer qu'il existe une

suite (an)n de réels telle que f(x) =
∑

n≥0 anx
n, ∀x ∈ R.

Exercice 5. Montrer que :
∞∑
n=1

(−1)n+1

nn
=

∫ 1

0

xxdx,

∞∑
n=1

1

nn
=

∫ 1

0

x−xdx,.

1



2

Exercice 6. Etudier sur son domaine de dé�nition la fonction dé�nie par f(x) =
∫
R+
e−tx log(t)dt.

Trouver une équation di�érentielle véri�ée par f . En déduire la forme explicite de f .

Exercice 7. Soit f(x) =

∫ ∞
0

eu
sin(xu)

u
du.

(1) Montrer que f est indé�niment dérivable sur son domaine dé�nition.

(2) Montrer que sur ]− 1, 1[ on a un développement sous la forme f(x) =
∑

n anx
n.

(3) En déduire f sur ]− 1, 1[. Montrer que cette expression subsiste sur tout R.

Calcul de l'intégrale de Dirichlet
∫ ∞
0

sin(t)

t
dt. On considère les applications f(x) :=∫ ∞

0

sin(t)

t+ x
dt, g(x) :=

∫ ∞
0

e−tx

t2 + 1
dt.

(1) Montrer que f et g sont de classe C2 sur R?
+.

(2) Montrer que f et g sont solutions de l'équation di�érentielle y′′ + y = 1
x
.

(3) Montrer que f − g est 2π-périodique.

(4) Montrer que f et g sont équivalentes à 1
x
en +∞ puis que f = g.

(5) En déduire que
∫ ∞
0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

Exercice 8. Calcul de l'intégrale de Gauss
∫∞
0
e−t

2
dt. Soient f , g : R → R les fonctions

dé�nies par f(x) =

∫ 1

0

e−(1+t2)x2

1 + t2
dt et g(x) =

∫ x

0

e−t2dt.

(1) Montrer que f et g sont de classe C1. Donner une expression de f ′ et de g′.

(2) Calculer f(0).

(3) Montrer que f ′ = −(g2)′.
(4) Montrer que limx→∞ f(x) = 0. Justi�er votre réponse.

(5) Déduire de cette étude la valeur de l'intégrale
∫ ∞
0

e−t2dt.

Exercice 9. E ([a, b]) est l'ensemble des fonctions de classe C1 sur R nulles en dehors de [a, b].

(1) Soit f ∈ E ([a, b]), montrer l'existence de ν(f) = lim
ε→0+

∫
|x|≥ε

f(x)

x
dx.

(2) Montrer qu'il existe deux constantes α, β ne dépendant que des réels a et b telles que
|ν(f)| ≤ α‖f‖+ β‖f ′‖∞ pour toute fonction f ∈ E ([a, b]).

(3) Peut-on choisir β = 0 ?

Exercice 10. Soient p, q ∈ R?
+, montrer que

∫ 1

0

xp−1

1 + xq
dx =

∑
n≥0

(−1)n

nq + p
.
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