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Exercice 1. On considère la fonction f dé�nie sur l'intervalle I = [0, π/4] par f(x) = 1/ cos(x) ainsi

que la suite réelle (In)n∈N dé�nie par I0 = π/4 et In =
∫ π/4
0 f(t)ndt pour n ≥ 1.

(1) Etudier et représenter assez soigneusement les variations de f sur I.

(2) Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J que l'on précisera. On notera
f−1 : J → I la bijection réciproque.

(3) Sur le graphique précédent représenter la courbe représentative de f−1.

(4) Montrer que pour tout y ∈ J : cos(f−1(y)) = 1/y et sin(f−1(y)) =
√
1− 1/y2.

(5) Montrer que f−1 est dérivable sur J \ {1} avec (f−1)′(y) = 1

y
√
y2−1

.

(6) Donner le développement limité de f−1 au point
√
2 à l'ordre 1.

(7) Montrer que f ∈ C∞(I) et que pour tout n ∈ N? il existe un polynôme Pn tel que

f (n)(x) =
Pn(sin(x))

cosn+1(x)
, ∀x ∈ I.

(8) Déterminer les polynômes P1 et P2.

(9) Montrer que pour tout n ∈ N? : Pn+1 = (1− x2)P ′n + (n+ 1)xPn. en déduire P3.

(10) Déterminer pour tout n ∈ N? le degré et le coe�cient dominant du polynôme Pn.

(11) Justi�er que la suite (In)n∈N est bien dé�nie et calculer I2.

(12) Déterminer des réels a, b ∈ R tels que 1
1−t2 = a

1−t +
b

1−t , t 6= ±1.
(13) En posant t = sin(x), calculer I1.

(14) Montrer que la suite est monotone.

(15) Montrer que pour tout n ∈ N? : In ≥
∫ π/4
π/4−1/n2

dx
cosn(x) ≥

1
n2 cosn(π/4−1/n2)

.

(16) En déduire limn In.

(17) Montrer que pour tout n ∈ N : In+2 =
(
√
2)n

n+1 + n
n+1In.

Exercice 2. (1) Quel est l'ensemble E des nombres complexes de module 1 véri�ant
√

2 +
√
3 ≤

|1 + z| ? le représenter graphiquement.

(2) Soit Z l'ensemble des racines de l'équation z2011−1 = 0 ; on choisit au hasard (les tirages sont

équiprobables) une racine u ∈ Z . Quelle est la probabilité que
√

2 +
√
3 ≤ |1 + u| ?

Exercice 3. Les trois exercies sont indépendants.

(1) On suppose que les longueurs d'un triangle sont trois entiers consécutifs et que l'angle le plus
grand est le double du plus petit. Déterminer les longueurs du triangle.

(2) Soit ABC un triangle rectangle en C. On pose
BC = a, CA = b. On construit à l'exté-
rieur du triangle les carrés ABDE, BCFG et
CAHI. Les droites passant par FI et EH se
rencontrent en P , celles passant par FI et DG
se coupent en Q et en�n celles par DG et EH
se coupent en R. Montrer que le triangle PQR
est rectangle, si et seulement si b/a =

√
2/2 et

il sera rectangle en P .
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(3) Soit ABC un triangle rectangle en A et M le
milieu de AB. Dans le triangle ACM , la hau-
teur issue de A rencontre CM en D ; en�n, N
est le milieu de CD. Montrer que BD ⊥ AN .
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