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Exercice 1. Rayon de convergence et somme de la série entière
∑

n≥0 2n(−1)
n
xn.

Exercice 2. Développer au voisinage du point a ∈ R la fonction f(x) = 1
1+x2 .

Exercice 3. On considère la suite réelle dé�nie par a0 = a1 = 1, an+2 = an+1 +
an
n+2

. Montrer

que 1 ≤ an ≤ n2 pour tout n ≥ 1. En déduire le rayon de convergence de la série f(x) =∑
n anx

n, une équation di�érentielle véri�ée par f et en�n une expresion simple pour f .

Exercice 4. On considère la suite réelle dé�nie par d0 = 1, d1 = 0, dn+1 = n(dn + dn−1).
Montrer que n!/3 ≤ dn ≤ n! pour tout n ≥ 2. En déduire le rayon de convergence de la série

f(x) =
∑

n dnx
n/n!, puis que f est solution de l'équation di�érentielle (1 − x)y′ − xy = 0 et

en�n une expresion simple pour f . Exprimer dn en fonction de n.

Exercice 5. On considère la série entière
∑∞

n=1(−1)n+1s2nx
2n. Déterminer son rayon de

convergence. On note f(x) sa somme. On pose g(x) = (1+x2)f(x). Déterminer une expression

simple de g(x) puis de f(x).

Exercice 6. Déterminer un développement en série entière de f(x) = ln(1 + x+ x2).

Exercice 7. Soit f(x) =
∑

n≥1
xn

n(2n+1)
.

� Déterminer le domaine de dé�nition de f .
� Déterminer une expression simple de f(x) pour x dans ]− 1, 0].
� Préciser f(−1).

Exercice 8. Soient
∑

anx
n et

∑
bnx

n deux séries entières de rayons de convergence respectifs

R et R′. Montrer que le rayon de convergence la série entière
∑

anbnx
n est supérieur ou égal à

RR′.

Exercice 9. Soit f : x 7→
∑+∞

n=0 x
[
√
n]. Déterminer le rayon de convergence de cette série entière

et exprimer f .

Exercice 10. Soit la série entière
∑

n≥1 sin
(

1√
n

)
xn.

(1) Déterminer le rayon de convergence, R, de cette série entière.

(2) Quelle est la nature de la série en R et en −R ?

(3) On note S(x) la somme de la série. Montrer que S est continue sur [−1, 1[.
(4) Montrer que

∑
n≥2
(
sin
(

1√
n

)
− sin

(
1√
n−1

))
xn converge normalement sur [−1, 1]. En dé-

duire la limite de (1− x)S(x) quand x
<−→ 1.

Exercice 11. Déterminer une équation di�érentielle admettant pour solution la série entière

f(x) = e−x
2/2
∫ x

0
et

2/2dt. En déduire que f est développable en série entière, préciser ce déve-

loppement et sonn rayon de convergence.

Exercice 12. Soit f(x) =
∫∞
1

e−t

x+t
dt. Montrer que f est de classe C1 sur son domaine de

dé�nition et préciser ce développement et son rayon de convergence.

Exercice 13. Soient a0 = 1, an = 1
n!

∫ 1

0
t(t − 1) . . . (t − n + 1)dt. Déterminer le rayon de

convergence de la série entière
∑

n anx
n et expliciter la somme.

Exercice 14. Quel est le rayon de convergence de la série f(x) =
∑

n anx
n où an =

∫ 1

0

(
1+t2

2

)n
dt,

n ≥ 0 ? Expliciter f .
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