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Exercice 1. Montrer que Mn(R) admet une base constituée de matrices diagonales (en fabriquer
une à partir de la base canonique de Mn(R) et de la matrice diag(1, 2, . . . , n)).

Exercice 2. Soit A ∈ Mn(R) véri�ant A3 + A2 − In = 0 montrer que trace(A) ∈ Q si et
seulement si n ≡ 0(3).

Exercice 3. On cherche les matrices A ∈Mn(R) véri�ant (F) : A2 = trace(A) · A+ In.

(1) Montrer qu'une matrice véri�ant (F) est diagonalisable.

(2) Déterminer les matrices véri�ant (F) qui sont de trace nulle.

(3) Montrer que pour n = 2 il existe des matrices véri�ant (F) et de trace non nulle.

(4) Qu'en est-il si n = 3 ? n ≥ 4 ?

Exercice 4. h, Soit A ∈M3(R) véri�ant A 6= O et A3 + A = O.

(1) A est-elle diagonalisable dans C ? dans R ? et A2 ?

(2) Montrer que A est semblable à

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

.
Exercice 5. Quelques exercices autour des polynômes annulateurs.

(1) Soit A ∈M5(R) telle que A3 = A2− 2A. Montrer que A n'est pas inversible mais diago-
nalisable et déterminer toutes les matrices diagonales auxquelles A peut être semblable.

(2) Déterminer les matrices A ∈Mn(R) de trace nulle véri�ant A3 − 4A2 + 4A = O.

(3) Soit A ∈ Mn(R) telle que A4 + A3 + 2A + A + In = O. Montrer que n est pair et que
trace(A) ∈ Z−.

Exercice 6. Soit A ∈ GL6(R) véri�ant A3 − 3A2 + 2A = 0 et trace(A) = 8. Quel est le
polynôme caractéristique de A ? montrer que A est diagonalisable.

Exercice 7. Résoudre dans Mn(R) l'équation A5 = A3 et trace(A) = n.

Exercice 8. Soit A ∈ M2(Z). On suppose qu'il existe un entier N ∈ N tel que AN = I2.
Montrer que A12 = I2.

Exercice 9. Soit A ∈ M3(R) telle que A2 = A4 et spec(A) ⊃ {±1}. Montrer que A est
diagonalisable dans M3(R).
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