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Y L2 PCP, Préparation à l'oral : Algébre Linéaire Généralités. Y

Exercice 1. Soient A,B,C trois sous espaces vectoriels d'un K = R ou C espace vectoriel E.
Montrer que A ∩B = A + B si et seulement si A = B

Exercice 2. Soient H1, H2 deux hyperplans dinstincts d'un K = R ou C espace vectoriel E de
dimension �nie d. Quelle est la dimension de H1 ∩H2 Même question avec 3, . . . , d hyperplans
deux à deux distincts.

Exercice 3. Soit C = {AB−BA, A,B ∈Mn(C}. Montrer que E := vect(C ) est de dimension
n2 − 1.

Exercice 4. Déterminer le reste de la division euclidienne de p(x) = x + x9 + x25 + x49 + x81

par le polynôme x3 − x (se ramener à la résolution d'un système linéaire simple).

Exercice 5. Soient A,B ∈Mn(R) telles que AB = BA et Bn = 0. Montrer que det(A+B) =
det(A) (distinguer successivement les cas A = In, A est inversible puis quelconque).

Exercice 6. Déterminer la boule (euclidienne) de R3 passant par les quatres points A1 =
(1, 0, 0), A2 = (1, 1, 0), A3 = (1, 1, 1), A4 = (0, 1, 1). (Indic : écrire les équations que devraient
véri�er ces points et se ramener à la résolution d'un système linéaire).

Exercice 7. Soit A ∈Mn(R) une matrice de rang 1,

(1) Déterminer le polynôme caractéristique de A.

(2) Montrer que det(A + In) = trace(A) + 1.

(3) Si A ∈ GLn(R) et X ∈Mn,1(R), montrer que det(A + X tX) = det(A) · (1 + tXA−1X).

Exercice 8. Soient E1, E2 deux sous-espaces de R10 véri�ant E1 ⊂ E2, dimR E1 = 3, dimR E2 =
6. Déterminer la dimension du sous espace E de L (R10) dé�nit par

E =
{
T ∈ L (R10) : T (E1) ⊂ E1 & T (E2) ⊂ E2

}
.

(Indic : observer l'allure des matrices des éléments de E écrites dans une base convenablement
choisie de R10).

Exercice 9. Soit A ∈Mn(C). On désignera par Â la matrice obtenue à partir de A en rempla-
cant pour tout 1 ≤ i ≤ n la i-ième colonne de A par la sommes des autres colonnes. On désigne
par Ã la matrice déduite de A en retranchant pour tout 1 ≤ i ≤ n à la i-ième colonne de A la
sommes des colonnes d'indices distincts de i. Exprimer en fonction de det(A) les déterminants

det(Â) et det(Ã)

Exercice 10. Calculer les déterminants :

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 1 . . . 1

1 1 + a2
. . .

...
...

. . . . . . 1
1 . . . 1 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , det(An) = det((aij = |i− j|))1≤i,j≤n.
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