I.N.P. 13 Janvier 2012
@%@ EXAMEN FINAL, Suites et Séries de Fonctions. @%@

i) Durée 2h, documents, calculatrices, téléphones interdits.
Les logarithmes sont tous népériens.

Exercice 1. (6 points) Soient f, : R — R. Répondre auz questions suivantes ou bien fournir
un contre-exemple, une représentation graphique du graphe de f, peut parfaitement suffire.

(1) On suppose que la suite (f,), est simplement convergente sur R vers f.
(a) Siles f, sont croissantes sur R, f est-elle aussi croissante sur R ¢

(b) Si les f, sont strictement croissantes sur R, f est-elle aussi strictement croissante
sur R ?

(c) Siles f, sont continues sur R, f est-elle aussi continue sur R ¢
(d) Siles f, sont bornées sur R, f est-elle aussi bornée sur R ¢

(2) On suppose que la suite (f,), est uniformément convergente sur R vers f.
(a) Siles f, sont croissantes sur R, f est-elle aussi croissante sur R 2

(b) Si les f, sont strictement croissantes sur R, f est-elle aussi strictement croissante
sur R ¢

(c) Siles f, sont continues sur R, f est-elle aussi continue sur R ¢

(d) Siles f, sont bornées sur R, f est-elle aussi bornée sur R ¢

Exercice 2. (11 points) On rappelle que ((2) =Y, 5 = ”—2 et ((3) =Y o1 =1

(1) A laide des sommes partielles 1 +x + - +x" = Y7 «* montrer que Y ;7 «
pour tout v €] —1,1].

k_— 1
11—z
2) Montrer que pour tout x €] — 1,1[ : log(1 —z) = — [ & = =37, &

3) Préciser (soigneusement) le domaine de définition de F(z) = f t* log(t) log(1 — t)dt.

4) Montrer que F' est continue sur | — 2,400].

1 3

(2)

(3)

(4)

(5) Montrer que pour tout x > —2 on a F(z) =3 1, m
(6) Montrer que > -, m = limpy 0 Sone D = i

(7) Montrer que F(1) = fol tlog(t) log(l —tdt=1-2 =17

(8) Calculer F(—1) et montrer que F(0 fo log(t)log(1 —t)dt =2 —((2) =2 — %,2.

Exercice 3. (4 points) Montrer que l'intégrale impropre fo > % est convergente, enfin mon-

+00  gdr 00 (=)™
trer que [ 405 = 220t Gar e

@ % Fin de ’épreuve 4% @
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Corrigé.

Exercice 4. (1) (a) Bien entendu x <y implique fn(z) < fn(y) pour tout n donc, (aprés avoir fait tendre n vers

Vinfini) : (x) < £(y).
(b) Certainement pas : considérer les fonctions strictement croissantes fn(x) = x/n qui convergent vers la
fonction nulle.

(¢) Surement pas : on a vu plein d’ezemples en TD.

(d) Surement pas : considérer la suite de fonctions bornées fn(x) = x1i_p nj(x) (voir la figure 1) qui converge
simplement vers f(z) = x.

(2) (a) Oui, vu (1-a).
(b) Non, considérer une suite de fonctions strictement croissantes simplement convergente (par ezemple fr(x) =
arctan(z)/n) vers la fonction nulle (voir la figure 2).
(¢) Bien entendu : c’est le cours!

(d) C’est vrai, mais pas si simple : écrivons la convergence uniforme sur R avec € = 1 : il existe no tel que
n > no implique sup,cp | fn(z)— f(z)| < 1. On en déduit sans peine que pour tout réel x : | f(x)] < || fno||+1 :
f est bien bornée sur R (voir la figure 3).

zn+1

Exercice 5. (1) Pourtoutx €]—1,1[, limp 400 ™ =0 donc: > o, 2F = limp— oo Yo zF = limn_s 4 oo 1_17 =

—x
1
1—x°

(2) avec la question précédente, nous avons pour tout x €] —1,1] :

log(l—x):—/ozld_tt— /tht— Z/tdt Zk+1 i%

k=1

ot léchange [3° =" [ est justifié par soit la normale convergence sur le segment [0,2] de la série 3 5o t*

(puisque SUp;c(g 4 [tF| = x*) soit parce que la série de terme général Iy [th|dt = |x|® /k est est convergente.

(3) Posons p(z,t) = t”log(t) log(1—t), lintégrale est impropre en 0 et 1. Au voisinage de 0 : o(x,t) = t* log(t) log(1—
t) ~o —t*Tllog(t) > 0, lintégrale est donc convergente en t = 0 si et seulement si & > —2 (car 25 est in-
tégrable en 0 si et seulement st o > —1). Au voisinage de 1 on aura o(x,t) = t"log(1 +¢ — 1)log(l —t) ~
(t—1)log(1—t) > 0 qui est classiquement intégrable en 1 (puisque vlog(v) l’est en 0). Le domaine de définition
de F est donc Pr =] — 2, +00|.

(4) Soit =2 < a < 0 et x € [a,0] alors, log(t) < 0 pour tout t €]0,1[ implique 0 < t* = =108 < gmalos®) — 4a
pour tous t €]0,1[ et © € [a,0]. Enfin, x > 0, implique 0 < t© < 1 pour tout t €]0,1[. En résumé |p(z,t)] <
t*log(t) log(1 — t) + log(t) log(1 — t) := g(t) € L'([0,1]) pour tout t €]0,1[ et x € [a,+00], ceci pour tout
—2 < a < 0. Par convergence dominée F est continue sur [a,+o0o[ pour tout —2 < a < 0 donc F est continue
sur ] — 2,400l

(5) Nous avons avec la question (2) pour x > —2

1
. = _ x+k ’C+k
F(m)_/ £ log(t) log(1 — t)d / Zt log(t) Z/ log(t)dt = Z kk+:v+1

0 0 r—o

apres une facile intégration par parties pour la derniére égalité. Il reste bien entendu a justifier I’échange (%) :

IS =3[ qui est assuré par la convergence de la série de terme général fol [t log(t)|dt = m ~ 5

oo 1 _ : N 1 _ : 15N (1 1 _
(6) Nous avons Y oo, =) = My g0 D ey g} = By 400 5 051 (E — m) =

Llimn s oo (1+%+...+%—§ ----- ﬁ) = limy e (14 1/2—1/(N + 1)) = 2.



(7) Avec les questions (5) et (6) : F(1) = fol tlog(t)log(l — t)dt =

1 oo 1 1 _3_1xwo 1 _3_1 1) <2 _ w2
Ezkzl(W—(k+2)2)—E—izkzgﬁ—g_ﬂf(?)—l—z)—1—7—1—3-

Zoo 1
k=1 (k+2)?

®) F(-1)=3>7, k%, = ((3) ne pose aucun probleme, et pour F(0) on procéde exactement comme pour la question
P 1 oo oo .
précédente : F(0) = fo log(t) log(1—t)dt = >-.7 m =D e (m - m) =limy 4o Zszl (% - ﬁrl)*
2
C(2)+1:2—C(2)=2—%.

Exercice 6. La convergence ne doit pas poser de probléme et pour la suite on écrit f0+°° C”Z‘J(lg) = 2f0+°° fi;igﬁ =
2f0+°° ze P30 (1) dr = 2300 O+°° z(—1)reCrthegy = 23> % ot encore une fois l’échange
I>° =3[ qui est assuré par la convergence de la série de terme général f0+°° lz(—1)"e D2 |dy = m
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