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Y j Y Suites et Séries de Fonctions � Feuille 2. Y j Y

Exercice 1. (1) Montrer que f (x) =
∑∞

n=1
1

n2+x2n4
est une fonc-

tion continue sur R, de classe C1 sur R? et étudier sa dérivabilité
à l'origine (encadrer le taux d'accroissement de f en comparant
avec des intégrales...).

(2) Etudier f (x) =
∑∞

n=1
(−1)ne−nx

n sur son domaine de dé�nition,
continuité, dérivabilité (en particulier montrer que f est déri-
vable à droite en 0+...).

(3) Etudier f (x) =
∑∞

n=0
e−nx

1+n2
sur son domaine de dé�nition, conti-

nuité, dérivabilité (en particulier à l'origine...).

(4) Montrer que f (x) =
∑∞

n=1
Arctan(nx)

n2
est une fonction continue

sur R, de classe C1 sur R? et étudier sa dérivabilité à l'origine.

Exercice 2. Etudier la convergence uniforme des séries suivantes sur
l'ensemble A :

(1)
∑∞

n=1 2
n sin

(
1

3nx

)
, A =]0,+∞[.

(2)
∑∞

n=1
n2√
n!
(xn + x−n), A = {x ∈ R : 1/2 ≤ |x| ≤ 2}.

(3)
∑∞

n=1

(
π
2 − Arctan(n2(1 + x2))

)
, A = R.

Exercice 3. (1) Montrer que pour tout x ∈ [0, π/2] : sin(x) ≥
2x/π.

(2) Montrer que la fonction f dé�nie par x 7→
∑∞

n=1
sin(2nx)

2n est
dé�nie et continue sur R.

(3) Montrer que f n'est pas dérivable à l'origine.

Exercice 4. (1) Etude de la série de fonctions f (x) =
∑

n≥1
|x|

x2+n2

(en particulier, montrer que f est dérivable à gauche et à droite
en l'origine).

1



2

(2) Etude de la série de fonctions f (x) =
∑

n≥1(−1)n+1arctan(x/
√
n)√

n
.

Exercice 5. Montrer que f (x) =
∑

n≥1 x
n2 ∈ C∞(] − 1, 1[) et est

équivalente à
√
π

2
√
− log(x)

en 1− (comparer avec des intégrales, on rap-

pelle/admet que
∫∞
0 e−t

2
dt =

√
π/2).

Exercice 6. Montrer que f (x) =
∑

n≥1
E(nx)
n3

(E est la partie en-
tière) est dé�nie sur R, continue sur R \Q, discontinue sur Q (mais
tout de même continue à droite).

Devoir 2, à rendre en TD le vendredi 20 janvier.

Exercice 7. Pour α > 0, x ∈ R et n ∈ N? on pose fn(x) =
x

nα(1 + nx2)
.

(1) Montrer que la série
∑∞

1 fn est simplement convergente sur R,
on note Fα sa limite.

(2) Montrer que pour tout α > 1/2, la série converge normalement
sur R.

(3) Montrer que pour tout 0 < α < 1/2, la série converge normale-
ment sur ]−∞,−a] ∪ [a,+∞[, ∀ a > 0.

(4) Pour 0 < α < 1/2 et N ∈ N?, montrer que Fα(1/
√
N) ≥

∑
n≥4N

fn(1/
√
N) ≥

√
N

2

∫ ∞
4N

dt

tα+1
, conclusion ?

(5) Préciser le domaine de continuité de Fα suivant les valeurs de
α.

(6) Montrer que pour α > 1, la série
∑∞

1 f ′n converge normalement
sur R.

(7) Pour 0 < α ≤ 1 montrer que la série
∑∞

1 f ′n converge norma-
lement sur ]−∞,−a] ∪ [a,+∞[, ∀ a > 0.

(8) Que peut-on en déduire sur la dérivabilité de Fα ? (pour 1/2 <
α ≤ 1 on pourra étudier le taux d'accroissement de Fα en 0.
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