I.N.P. Janvier 2012
@ %* @ Suites et Séries de Fonctions — Devoir 1 petit corrigé. @ % @

Exercice 1. Soient 0 < a < b < 1 et f € €([a,b]). On prolonge f sur R\ [a,b] en posant
f(@) =0 pour z <0, f(z) = zf(a)/a pour 0 < < a, f(z) = Z2f(b) pour b < z < 1 et
f(z) =0 si x > 1. Enfin, pour tout entier n on pose :

Jn:/ (1— ), Pn(a:):J,jl/O FO = (¢ — 2)2)dt.

1
(1) Soit f € € ([a,b]), montrer que son prolongement & R est continu et donner une repré-
sentation graphique.

(2) Montrer que P, est un polynome en x de degré < 2n.
(3) Montrer que pour x € [0,1] :

Pn(x):(]n_l/_ﬂ FOL = (¢ — 2)2)dt = / Flu+ 2)(1 — u2)"du.
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(4) En déduire que pour tout x € [0,1] : P,(x) — f flut+x)— f(2)](1—u?)"du.
(5) Soit € > 0, montrer qu’il existe § > 0 tel que |f(x +u) — f(x)] < €/2 pour tout x € [0, 1]
et |u| < 4.

(6) Montrer que |f(x +u) — f(z)| < 2”{!—;’"“2 pour tout x € [0, 1] et tout |u| > 6.
(7) Montrer que |f(z+u) — f(x)] <e/2+ 2”]02—2‘””2 pour tout u € [—1,1] et x € [0,1].
(8) Montrer que pour tout n € N et x € [0,1] -

|Po(z) — f(2)| < €/2+ (|5|2Ji|]|°° /_1 u (1—u2)"du§5/2+%.

(9) En déduire que la suite (P,), converge uniformément vers f sur a,b.

(10) Démontrer le théoréme de Weierstrass : toute fonction continue sur un segment [, 5] C
R est limite uniforme sur [a, §] d’une suite de polynomes.

Corrigé

(1) f est clairement continue sur [a,b] et sur
R\ [0,1]; elle 'est aussi sur [0,a] et [b, 1]
puisque affinne reliant les points (0,0) et
(a, f(a)) et les points (b, f(b)) et (1,0) (voir
la figure).

(2) En développant la puissance (1 — (¢t — z)?)", la linéarité de Uintégrale implique que P,
est bien un polynome.

(3) Comme f est nulle sur | — 0o, 0] et [1, 400 et comme z € [0, 1], on peut écrire :

/f (1—(t—a)>)"dt =J; /_xf(t)(l—(t—x)z)"dt.
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Et on fait alors dans la derniére intégrale le changement v =1 — x :

1+x 1

P,(x) = Jn_l/ fOA —(t—2))dt = J* flu+2)(1 —u?)"du.
—14x -1

(4) J 1 f_ll (1 —t*)"dt = 1 donc avec la question précédente, on peut écrire pour z € [0,1] :

1 1

(1—tH)"dt = Jrjl/ [f (uta)—f(2)](1—u?)"du.

-1

Po(a)—f(x) = I / frta) (1= e f )1 /

-1

(5) f est continue sur R, donc uniformément continue sur [—1, 2] (théoréme de Heine) donc
pour tout € > 0, il existe 1 > n > 0 tel que |u| < n implique |f(x 4+ u) — f(z)| < € pour
tout = € [0, 1].

(6) f continue sur R est nulle en dehors de [0, 1] : elle est donc bornée. On a donc | f(x+u) —
f(@)| < 2||fll pour tout = et u € [0,1]. En particulier, |f(x 4+ u) — f(2)] < 2| f]le <
2”:;# pour tout z € R et tout |u| > n (puisque |u| > n implique |u|/n < 1).

(7) En regroupant les questions (5) et (6) : |f(z4u)— f(z)| < 5/2—1—2”1;# pour tout z € [0, 1]
et tout v € [—1,1].
(8) Avec (4) et (7) nous avons pour tout z € [0,1] :

P - s < 7t Flut o) — @)l =) du < o2+ 2 s | -y

-1 Jnn2 1
. L, . . . 1 2 o 2\n o Jn+1 _ .
Une intégration partie donne facilement [~ u?*(1 — u?)"du = sy et u € [—1,1] im-

plique (1 —u?)"*! < (1 — 4?)"™ qui assure a son tour 2‘(];111) < 2(7{11). Ainsi

2| flloo
2(n+ 1)n?

|Po() — f(2)] < e/2+

(9) Tl suffit alors de choisir n suffisamment grand pour que % < /2. L’inégalité dans (8)
étant vraie pour tout x € [0,1] on en déduit que sup,c(, ) |f(z) — Pu(z)| < € pour tout
n > ne.

(10) Le théoréme de Weierstrass est donc démontré pour [a,b] C]0,1[. Si [a, b] est quelconque,
il est I'image de l'intervalle [1/3,2/3] par une transformation affine p(t) = at + . Pour
f € %([a,b]) la fonction g(t) := f o ¢(t) est continue sur [1/3,2/3] CJ0,1[ : on peut
donc lui appliquer le théoréme de Weierstrass démontré dans les questions précédentes :
il existe une suite (P,), de polyndémes qui converge uniformément sur [1/3,2/3] vers g.
Comme |g — P,|| = SUPy /3<t<2/3 1£(p(t) — Pu(t)] = SUPzea,b) |f(x) = Pooy ' (z)] =
|f — P.og ||, il en résulte que la suite (P, o¢™'), converge uniformément sur [a, b] vers
f. Mais ¢ est affine donc ¢! aussi : un calcul élémentaire montre qu’alors P, o =1 est
encore un polynome et le théoréme de Weierstrass est démontré dans toute sa généralité.
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