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Y j Y Fonctions d'une Variable Réelle, limites � Feuille d'Exercices 2. Y j Y

Devoir 2 (à rendre en TD le Vendredi 23/09).

(1) L'objectif de ce problème est de déterminer les solutions f : R?
+ → R?

+ de l'équation
fonctionnelle

(F) f(x)f(yf(x)) = f(x+ y), ∀x, y ∈ R?
+.

(a) Soit f : R?
+ → R?

+ une telle solution.

(i) Montrer que f ≤ 1 (s'il existe a ∈ R?
+ tel que f(a) > 1, considérez y =

a(f(a)− 1)−1).

(ii) En déduire que f est décroissante sur R?
+.

(iii) On suppose qu'il existe b ∈ R?
+ tel que f(b) = 1. Montrer que f ≡ 1.

(b) Dorénavant f : R?
+ → R?

+ désignera une solution (s'il en existe) de l'équation (F)
véri�ant f(x) < 1 pour tout x ∈ R?

+.

(i) Montrer que f est strictement décroissante.

(ii) Montrer que f est injective.

(iii) Montrer que f(x)f(yf(x)) = f(yf(x))f
(
[x+ y(1− f(x))]f(yf(x))

)
.

(iv) En déduire que x = [x+ y(1− f(x))]f(yf(x)).
(v) Montrer que f est de la forme fa(x) =

1
1+ax

où a ≥ 0.

(vi) Résoudre l'équation fonctionnelle (F).

(2) Déterminer les limites suivantes (n ∈ N, a, b > 0) :

lim
x→0

(1 + x)1/x, lim
x→0

x (E(1/x) + E(2/x) + · · ·+ E(n/x)) , lim
x→0+

x

a
E(b/x).

Exercice 1. Que dire des fonctions f : R→ R véri�ant une des conditions ci-dessous ?
a) ∀ η > 0, ∃ε > 0 : |x− 2| < η =⇒ |f(x)− 3| < ε.
b) ∃ε > 0, ∀ η > 0 : |x− 2| < η =⇒ |f(x)− 3| < ε.
c) ∃ε > 0, ∃ η > 0 : |x− 2| < η =⇒ |f(x)− 3| < ε.
d) ∀ε > 0, ∀ η > 0 : |x− 2| < η =⇒ |f(x)− 3| < ε.
e) ∃η > 0, ∀ ε > 0 : |x− 2| < η =⇒ |f(x)− 3| < ε.
f) ∃A ∈ R, ∀B > 0 : x > B =⇒ f(x) > A.
g) ∀B > 0, ∃A ∈ R : x > B =⇒ f(x) > A.
h) ∀A ∈ R, ∃ε > 0x < A =⇒ |f(x)− 1| < ε.
i) ∀A ∈ R, ∀ε > 0x < A =⇒ |f(x)− 1| < ε.
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Exercice 2. (1) Calculer les limites suivantes, ou prouver quelles n'existent pas :

lim
x→0

x cos(1/x), lim
x→0

xE(1/x), lim
x→0

cos(π
2
cos(x))

sin(sinx)
, lim
x→0

E(x)

x
, lim
x→0

x
(√

x2 + 1− 3
√
x3 + 1

)
.

(2) Pour a ∈ R calculer limx→a
x3 − a3

x− a
, puis limx→a

xn − an

x− a
, n ≥ 4.

(3) Calculer les limites suivantes : Déterminer les limites suivantes :

lim
x→0

log(cos x)

x sin(sin(x))
, lim

x→0

tan(sin(tan(sin(x2))))

sin(x2)
, lim
x→0+

√
1− e−x −

√
1− cos(x)√

sin(x)

Exercice 3. • Montrer avec � les ε et η � que :

lim
x→1

x

x+ 1
=

1

2
, lim

x→+∞

x

x+ 1
= 1, lim

x→0+

√
x = 0, lim

x→+∞
e−x+π = 0.

.

• Pour a ∈ R calculer limx→a
x3 − a3

x− a
, puis limx→a

xn − an

x− a
, n ≥ 4.

• Montrer que tout fonction f : R → R périodique et admettant une limite �nie en +∞ est
constante.
• Soit f : R → R véri�ant lim+∞ f(x) = +∞ et g : R → R une fonction bornée ; que dire
de lim+∞ f(x)g(x) et lim+∞ f(x) + g(x) ?

Exercice 4. Quelques dernières limites : limx→+∞
√
x2 + 1−x =? (idem en −∞), limx→0

1−cos(x)
x

,

limx→0 xE(x
−1), limx→0+

√
xE(x−1), limx→0 x

2 (1 + 2 + 3 + · · ·+ E (|x|−1)) , limx→+∞
x+cos(x)
x+2

.

Exercice 5. Soit f(x) =

{
sin(x−1), si x ∈ R?

0, si x = 0
, g(x) =

{
0, si x ∈ Q
1, si x = 0

, f1(x) = xf(x), g1(x) =

xg(x). Etudier les limites à l'origine de ces fonctions et esquisser leur graphe...

Exercice 6. On dé�nit pour x ∈ R la fonction sinus de manière trigonométrique (voir �gure)

but de cet exercice est de montrer � proprement � la formule classique limx→0
sin(x)
x

= 1.

En observant bien la �gure, montrer que

x cos2(x)

2
≤ sin(x) cos(x)

2
≤ x

2
, ∀ 0 < x < π/2.

(� rappel � : l'aire d'un secteur angulaire d'angle α et de rayon r est αr2/2) et conclure. En
déduire la dérivée des fonctions sinus et cosinus.
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