Corrigé de I’exercice 1 (source Concours marocain 2005)

1. V(P,Q) e RIX],VA€R,ona:

D(P+ Q) =(P+XQ)(X+1)—(P+XQ)(X)

= (P(X +1) = P(X)) + QX + 1) — Q(X))
= D(P)+AD(Q)
d’ont D est linéaire.
D’autre part si P est un polynome, il est clair que D(P) = P(X +1) —
P(X) est un polynéme, donc D : R[X] — R[X].
Donc D est un endomorphisme de R[X].

2. (a) PeKer(D) = P(X)= P(X+1),dou les relations suivantes :
P(0) = P(1)
P(n—1)= P(n)

en sommant ces inégalités on obtient P(n) = P(0).

(b) Si P € Ker(D), alors P(n) = P(0), Vn € N, donc le poynoéme
Q(X) = P(X) — P(0), admet une infinité de racines, donc est
nul. D’ou P(X) = P(0), donc P € Ry[X], d’ott Ker(D) C Ro[X],
I’autre inclusion est évidente d’ou 1'égalité.

3. (a) Soit P € R[X] tel que: deg(P) = n, posons P(X) =7  ap X",

donc D(P)(X) = > i arD(X¥), or V& > 1,D(X*) = (X +
)F — X*F = EX*1 + ...+ 1, grace a la formule du binome de
Newton, donc deg(D(X*)) = k — 1, et co(D(X*)) = k, et donc
deg(D(P)) =n — 1 et co(D(P)) = nay, ou a, = co(P).

(b) D(R,[X]) C R,_1[X], d’aprés la question précédente, en particu-
lier D(R,[X]) C R,[X], donc R,[X] est stable par D.

4. D, est larestriction de D sur R,,[X], donc Ker(D,,) =Ker(D)NR,,[X] =
Ry[X]. 1a formule du rang s’écrit alors : n+1 = dim(R,,[X]) = dim(Ker(D,,)+
dim(Im(D,,)) = dim(Ry[X]) + dim(Im(D,,)) = 1 + dim(Im(D,,)), d’ou
dim(Im(D,,)) = n = dim(R,,_;[X]), or Im(D,,) = D(R,[X]) C R,,_1[X],
d’ou I'égalité.

5. Soit @ € R[X], posons deg(Q)) = n — 1 avec n > 1, donc P €
R,,1[X] =Im(D,,), d’ou 3P € R,[X] tel que: Q = D,(P) = D(P),
d’ou D est surjective.

6. (a) P € FNnKer(D) = P(0) = 0 et P polynoéme constante

= P =0, donc F NKer(D) = {0}.
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D’autre part : VP € R[X], on peut écrire P(X) = ay + ; arX
€Ker(D) —

€F

(b) Existence : Soit @ € R[X], comme D est surjective, alors 3P, €

R[X] tel que: D(Fy) = @, posons P(X) = Py(X) — Fy(0), donc

P(0)=0et D(P)=D(Py—a) = D(Py) — D(a) = D(Fy) = Q ou

a = Py(0).

Unicité : Supposons qu’il existe deux polynomes Py, P tel que: D(P;) =

D(PQ) = Q et Pl(O) = PQ(O) = 07 donc D(Pl —PQ) = 0 et

(Pl—Pg)(O) =0, don P,— P, € FﬂKer(D) = {O}, d’ou P, = P.

deg(Q) = deg(D(P)) = deg(P) — 1, d’ou deg(P) = deg(Q) + 1.

Deuxiéme partie.

1. Simple récurrence sur n € N, en utulisant la question 6.b.

2. deg(FPy) = 0, donc deg(P) = 1, or P(0) = 0, dot P (X) = aX,
or D(P) = Py, dot a(X +1) —aX =1, doit @ = 1, et par suite
P(X) = X.

De méme deg(P;) = 1, donc deg(P,) = 2, or P»(0) =0, d’ou P(X) =
aX?+bX,or D(P) = P, don a(X +1)?+b(X +1)—aX?—bX = X,

1 1
d’ott 2aX +a+b=1, donc a = §’b: —a=-—3 et par suite Pj(X) =

1 X(X -1
S(X2—X) = Xx-1)
2 2

3. Par récurrence sur n € N.

Le résultat est déja vrai pour P;(X) = X.
X(X—-1)...(X - 2
Supposons P,_1(X) = ( () n+2)

n—1)!
XX —-1)...(X— 1
( ) n‘( nt ),ona:P(O):Oet

D(P) =P(X +1)— P(X)
(X+DX...(X=n+2) X(X-1)...(X—n+1)

B n! B n!
:X(X—l)...‘(X—n+2)(X+1_(X_n+1))
XX -1 (X —nt2)

(n—1)!
= Pn—l(X)

, et posons P(X) =




Or P, est 'unique polynome qui vérifie cette relation, donc P, (X) =
X(X-1)...(X—=n+1)
n!

4. Comme Card(F,...,P,) = n+ 1 = dim(R,[X]), pour montrer que
c’est une base il suffit alors de montrer qu’elle est libre.
En effet, on va raisonner par récurrence.
Pour n = 1, il est clair que {Fy(X) = 1} est libre.
Supposons (Fy, ..., P,) est libre et montrons que (Fp,...,P,1) lest
aussi.
Pour cela on suppose qu’ils existent des nombres réels (\;)o<i<nt1 tel que: \gPo+
/\1P1 + ...+ )\n—l—an-l—l = O, donc
DXNoPy+MPi+ ...+ X1 Pos1) =XD(FPy) + MD(P) + ...+ As1 D(Poi1)
= MNPyt .t At P
=0
car D(Fy) = 0,D(P;) = Pr—1, V1 <k <n+1,orlafamille (Fp,...,P,)
est libre, d’'ott Ay = ... = A\,11 = 0, et par suite \gFy = Ao = 0.

5. On rappelle d’abord que si on fait la division euclidienne par un poly-
nome de degré 1, on obtient une constante dans le reste.
Soit P € R[X] tel que: deg(P) <n
Faisons la division euclidienne de P, par X, on obtient P(X) = XQy(X)+
ap, avec deg(Qo) = deg(P) —1<n— 1.

Faisons aprés la division euclidienne de () par , on obtient :
Qo(X) = X2— 1@1(X) + a; tel que: deg(Q) = deg(Qo) —1 <n —2,
en particulier :
P(X) :#Ql()()—i—al)(—l—ao .
= P(X)Q1(X) + a1 P (X) + agPo(X)
Aprés on fera la division euclidienne de (Q; par , on obtient :

Qu(X) = X 20u(X) + s tel que: deg(Qs) = dea(Qs) ~1 <n 3
en particulier : P(X) = P5(X)Q2(X) + a2 P (X) + a1 P (X) + ag Po(X).
Et ainsi de suite, jusqu’a avoir deg(@,,) < —1, donc Q,, = 0 et par suite
P(X)=a,P(X)+ ...+ a1 PI(X) + agPy(X)

X—-1 1

6. XQZXX,X:T 5, donc :




X(X-1) 1 1
X2 = % + 5 X = Py(X) + S Pi(X).
X1
X3 =X.X% X? =2XZ° ——4+1,X3 |
X(x -1
=2X 82 ) 4 x

— 2X Py(X) + P,(X)
et enfin 2X = 6¥+1, doit X3 = (6% + 1) Py(X) + Pi(X) .
= 6P5(X) + P(X) + Pi(X)
7. (a) Découle de la question 6.b) de la 1ére partie pour Q(X) = X"
(b) D(A,) =X" = A, (X+1)—A,(X)=X", donc pour 0 < k <

p,ona: A, (k+1)—A,(k) = k™, d’ou Snp = i:o k"
=Y o An(k +1) — A, (F)
=A,(p+1)— A,(0)
= A, (p+1)

(©) On a: DT yarPin) = ShgaD(Pen) = Y panPe =
X", d’autre part Y ,_, o FPr1(0) = 0, car P,1(0) =0, V0 <
k < n, de plus deg (3"} _yxPit1) = deg(Pny1) < n+1, or A4,
est I'unique polynéome de R, 1[X] qui vérifie cette relation, donc
Y oro e Pry1 = A
1

1
(d) On a: X2 = PQ(X) + §P1(X), d’on AQ = P3(X)+§P2(X)

Et aussi, X? = 6P5(X) + P(X) + P1(X), donc :
Ay = 6Py(X) + Py(X) + Po(X).

(e) S2,p - A2(p + 1) = Pg(p—|— 1) —+ %PQ(p + 1)) _ p<p + 1i;2p + 1)

+1)(3p* — Tp + 10
Ssp = 6Py (p+1)+Ps(p+1)+DPy(p+1) = plp+1)( 2912 D )7
aprés toute simplification en utilisant les relations : Po(X) =

X(X —1) XX —1)(X -2) L X(X —1)(X - 2)(X —3)
T’PP’(X) = : ,Pi(X) = )

12
Fin.




