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Exercice 1. (quelques calculs).

(1) (convolution de densités gaussz’ennes} Pour m € Rjo > 0 on
POSE G o(T) = 1 exp( ( ) Jdx. Soient my, mo € R, 01,09 >
0, montrer que 1 pfr‘oduzt de cmwolutwn Gmyo1 * Gmg,oe €St biCT
défini, que Gmy o, * Gmy.oy € LP(R) pour tout p € [1,400]. En-
Jin montrer que Gm, o * Gmg.oy = gm1+m2,\/m' Interprétation
probabilistique ¢

(2) Pour a, B € R, eziste-t-il un résultat du cours assurant [’exis-
tence du produit de convolution (1g, (z)e™ x (1g, (2)e™) ; jus-
tifier son existence et le calculer.

Exercice 2. Soit f,(t) = t*"te~'. Montrer que pour tout x > 0 la
fonctionf, est intégrable sur R . On définit alors la fonction Gamma
par

F(x):/ tx_le_tdt:/ f(t)dt, Yz eR:.
0 0

(1) Montrer que fo € CO(R%) et, pour tout k € N : TW(z) =

I, (log(t ) trle=ldt.

(2) Soient a > 0, B > 0. Montrer que f, * fs est bien définie et
fax fs € LY(Ry).

(3) En calculant intégrale de fo, % fz montrer que

['(a)(B) :/01<1_t)a1t61dt:/000 ( ut”! du.

['a+8) 1+ wu)oth

Exercice 3. En utilisant la convolution par 1y 1 montrer qu’il n’existe
pas d’élément neutre pour la convolution dans L'(R). (i.e. il n'existe
pas de fonction f € LY(R) vérifiant pour tout g € LY(R) - fxg=g
presque partout. (LY(R), %) est donc une algébre de Banach non uni-
taire.
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Exercice 4. Soient f,g € €*(R)NL>®(R) telles que f', g € L¥(R) ;
si f et g sont dans L'(R), montrer que f x g est bien définie et
f*xg € E*R).

Exercice 5. (le théoréme de Weierstarss). Pour n € N* on pose

1 1 - t2 n
ap = / (1—=t)"dt,  palt) = %1[—1,1]@7)-
—1 n
(1) Si f € €°R) est nulle en dehors de [—1/2,1/2], montrer que
f * pp est un polynome sur |—1/2,1/2].

(2) En déduire le théoreme de Weierstrass.
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