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@ M1 MEI Analyse — Feuille d’Exercices Semaine 8/9. @

Exercice 1. (1) Soit f :]0,1] — Ry continue par morceaux, dé-
croissante et intégrable. Etudier lim, o x f(x).

(2) Soit f : Ry — Ry continue par morceaux, décroissante et
intégrable. Etudier lim, ., zf(x).

Exercice 2. (1) Soit f € L'(R), peut-on dire quelque chose sur les

limites de f en oo 7

(2) Si f € LY(R) est de plus uniformément continue sur R, montrer
que lim, 1 f(x) =0,

(3) On suppose que f € LY(R) NEL(R) et f' € L*(R).
(a) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que |f(z) —

f(y)| < Clz —y|V? pour tous x,y € R.

(b) En déduire que lim,_,+ f(x) = 0.

(4) On suppose ici f € €HR) telle que f+ f € L*(R).
(a) Montrer que f € L>®(R).
(b) Montrer que lim,_, 1~ f(x) =0.

Exercice 3. Soit € un intervalle ouvert de R tel qu’il existe f

2 = R continue par morceauzx et telle que f et 1/f appartiennent a
LY(Q). Montrer que A\(Q) < oo.

Exercice 4. Soit E C R un intervalle ouvert de longueur A(E) < 0o
finie et soient 1 < p < q < 0o. Montrer que LY(E) C LP(E) et plus
précisément

1 1
Iflly < ACEY |l fll,, ¥ f e LY(E).
En déduire que lingection canonique LY(E) — LP(E) est aussi conti-
nue.
Exercice 5. Soient 1 < p,q < +oo, f € LP(Q),g € LI(Q) et r > 0
tel que % = Z%—F%. Montrer la forme généralisée de [inégalité de Holder
vue en cours + fg € L'(9) et | gl < I1F], - gl



2

Exercice 6. (une inégalite de I-Iardy) Soz’t fe RN
L%(R). On pose pour x >0 : g(z) =+ fo

+

(2) Soient 0 < a < b, montrer que

/ab G2(t)dt = ag?(a) +2\//b92(t)dt /ab F2(t)dt

(3) Montrer que fo t)dt < 4f0 f2(t)dt.
(4) En déduire que g € LQ(R+) et que fR t)dt < 4fR fA(t)dt.
(5) A Uaide des fonctions f,(t) = 1 pour 0 <t < 1, = 1/+/t pour

1 <t<net=+/n/x pour x > n, montrer que la constante 4
est optimale.
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