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Exercice 1. Montrer que la fonction dé�nie sur R+ par f(t) = et sin (exp(et)) [exp(et)]
1−α

(avec 0 < α < 1) admet une abscisse de convergence simple égale à −∞ mais une abscisse de
convergence absolue égale à +∞.

Exercice 2. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 2s+1
(s−2)(s2+1)

et en déduire à

l'aide de la transformée de Laplace les solutions de l'équation di�érentielle y′′(x)− 5y′(x)/2 +
y(x) = −5 sin(x)/2 aux conditions initiales y(0) = 0, y′(0) = 2.

Exercice 3. (1) Calculer la transformée de Laplace de f(x) = x sin(ωx) (où ω ∈ R) (com-
mencer par calculer f ′′).

(2) En déduire une fonction g véri�ant L (g)(s) = s
(s+2)2

.

(3) Retrouver ce dernier résultat par un calcul direct.

Exercice 4. (1) Résoudre le système di�érentiel

{
y′′ + (z′ − y′) = −3y/4

z′′ − (z′ − y′) = −3z/4.
avec les condi-

tions initiales y(0) = z(0) = 0 et y′(0) = −z′(0) = 1.

(2) Résoudre le système di�érentiel


y′1(x) + 2y′2(x) + 3y′3(x) = 0

y′1(x)− y′2(x) = 3x− 3

y′2(x) + 2y′3(x) = 1− x2.
avec les conditions

initiales y1(0) = y2(0) = y3(0) = 0.

Exercice 5. (1) Soient f, g : R→ R nulles sur R−. Montrer que f ? g est bien dé�nie sur
R et nulle sur R−.

(2) Calculer la transformée de Laplace de t 7→ tY (t).

(3) Résoudre l'équation f(x) = x+
∫ x
0

(x− t)f(t)dt (x ∈ R+), d'inconnue f : R→ R nulle
sur R−.

Exercice 6. Dans le même esprit que l'exercice précédent, déterminer à l'aide de la transformée
de Laplace (si c'est possible) les solutions f : R?

+ → R des équations de Volterra :

(1)
∫ x
0
f(t)ex−tdt = sin(x).

(2) f(x) +
∫ x
0
f(x− t)e−tdt = cos(x).

(3) f(x) +
∫ x
0
f(x− t)f(t)dt = 2(2x+ 1)e2x.

Exercice 7. (1) Déterminer l'abscisse de convergence de f(t) = Y (t) cos(
√
t)/
√
t.

(2) En écrivant f sous la forme d'une série, montrer que pour tout s ∈ C de partie réelle
> 0 on a L (f)(s) =

√
π
s

exp(−1/4s).

Exercice 8. Montrer que L (1−cos(t))(x) = 1
x(x2+1)

. En déduire que L
(
et [e−t(1− cos(t))]

′′)
(x) =

(x−1)2
x(x2+1)

.

Exercice 9. On se propose de trouver un original f de la fonction F (x) = e−
√
x (où

√
x est le

prolongement complexe de la racine carrée réelle).

(1) Montrer que 4xF ′′(x) + 2F ′(x)− F (x) = 0.

(2) En déduire que 4t2f ′(t) + (6t− 1)f(t) = 0 et conclure.
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1. Petit bestiaire de formules

Fonction : f(t) Transformée : L(f)(x) Fonction : f(t) Transformée : L(f)(x)
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Γ(α + 1)

xα+1

ekt sin at
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(x− k)2 + a2
ekt cos at

x− k
(x− k)2 + a2

ekt sinh at
a

(x− k)2 − a2
ekt cosh at

x− k
(x− k)2 − a2

t sin at
2ax

(x2 + a2)2
t cos at
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(x2 + a2)2
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1

(x+ α)2
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(x+ α)n+1
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Γ′(1)− log x

x
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t
log

x+ b
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tnf(t) (−1)n
dn

dxn
[L(f)] (x) tf ′(t) −L(f)(x)− x d

dx
[L(f)] (x)

f ′(t) xL(f)(x)− f(0) f ′′(t) x2L(f)(x)− xf(0)− f ′(0)

f(t− α), α > 0 e−αxL(f)(x) f (n)(t) xnL(f)(x)−
n−1∑
k=0

xn−1−kf (k)(0)

ektf(t) L(f)(x− k)
f(t)

t

∫ +∞

x

L(f)(v)dv

(f ∗ g)(t) L(f)(x)L(g)(x)

∫ t

0

f(v)dv
L(f)(x)

x

f(kt), k > 0
1

k
L(f)

(x
k

)
f(t+ ω), ω > 0

1

1− eωx

∫ ω

0

e−xvf(v)dv
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