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@ % @ MEIS7TM2 — EXAMEN FINAL . @ % @

Durée trois heures, pas de documents, téléphone, calculatrices.
Le baréme est approximatif.

Exercice 1. (environ 6 points). Soient 1 < a < < 400 et f : R — R continue par
mMorceaus.

(1) Montrer que : t* < max{t®,t*} pour tout t € R et tout p € [, f].

(2) Montrer que |f(x)|P < |f(z)|* + |f(x)|° pour tout « < p < B et tout x € R.
(3) Si f € L*(R) N LP(R), montrer que f € LP(R), pour tout a < p < f.
(4)

4) Soit f : R — R continue par morceaus. Montrer que Ir == {1 <p <+o0 : f e L’(R)}
est toujours un intervalle.

(5) Soit f : R — R continue par morceaux et telle que Iy # (). Par convergence dominée,
montrer que p— || fll, = ([ \f(t)\pdt)l/p est continue sur Iy.

Exercice 2. (environ 14 points). On pose pour tout x > 0 : erf(x) = \/i% Iy e~dt et on
rappelle que [;° e dt = /7/2.
(1) On pose pourt >0 : f(t) = 1/\/t.
(a) Déterminer les abscisses de convergence simple (.(f) et absolue (,(f) de f.
(b) Pour tout x > (,(f), caleuler Z(f)(x).
(¢) Montrer que ZL(t — 1/v/tr)(x) = 1//x.
(2) A laide du produit de convolution, montrer que pour tout x > 1 :
e = L Vi) @)
(3) En déduire que pour tout x > 1
1

CENNG
(4) On se propose dans cette partie de déterminer la transformée de Laplace de la fonction
définie pour t € R% par : o(t) = 732K /1 o5y k € R* est une constante non nulle.

(a) Montrer que (.(p) = (.(p) = 0.
(b) Par le changement de variable v = %ﬂ, montrer que pour tout x > 0 :

K% _ é e —v? —zk2/4v2d
() (x) = e’ e v.
0

= Lt e - erf(V1))(z).

k
Tournez la page S.V.P.



(c) Puis en posant a = k/z/2 :

4—kz\/5 +o0 —v—'ﬂ2 4—k\/5 +o0 a2
ZL(p)(x) = < i / e ( 5 ) dv = © ’ / e_(v_g) dv.
0 0

a\2
(d) A l’aide du changement de variable w = a/v dans l'intégrale f0+°o e (""%) dv montrer

que

+00 2 +00 a2
/ <1 + %) e_(“_%) du = 2/ e_(”_ﬂ) dv.
0 u 0

a2
(e) Montrer que que pour tout a € R : f;oo e (%) dt = VT /2.

2
(f) En déduire que L (p)(x) = ge_kﬁ, Vo eRL.

Fin de I’épreuve.
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Corrigé

Exercice 3. Soient 1 <a < <400 et f : R— R continue par morceauz.

(1) On suppose que f € L*(R) N LP(R). Montrer que |f|P < |f|*+ |f|? pour tout a < p <
(Indic : vous pouvez pour x € R distinguer les cas |f(x)] <1 et |f(x)] > 1).

(2) Si f € L*(R) N LP(R), montrer que f € LP(R), pour tout o < p < 3.

(3) Soit f : R — R continue par morceauz. Montrer que Iy := {1 <p < +oo : f € LP(R)}
est toujours un intervalle.

4) Soit f : R — R continue par morceauz et telle que I (0. Par convergence dominée,

f g

montrer que p — || fll, = (fa \f(t)|”dt)1/p est continue sur Iy.

Solution :

(1) Soit f € L¥R) N LP(R). Si z € R, alors, ou bien |f(z)] < 1 et [f(z)]P < |f(z)|* ou
bien |f(x)| > 1 et dans ce cas |f(z)[? < |f(z)]°. Par conséquent on a bien |f(z)[P <
|f(z)|* + | f(x)|° pour tout z € R.

(2) On vient de voir que f € L*(R) N LP(R) et p € [, B] impliquent |f(x)[P < |f(z)|* +
|f(2)|° € L*(R) pour tout = € R. Par comparaison, f € LP(R) pour tout p € [a, 3].

n vient de montrer que «, 5 € Iy implique [«, 3] C I;. I est donc une partie convexe
3) On vient de mont I; impli Iy, Iy est d ti
de R done (cours) un intervalle.

(4) Il est suffisant de montrer que Iy > p — || f||> est continue. Pour cela on pose F(z,p) =
|f(z)[P. Pour tout p € Iy, F(-,p) est continue par morceaux sur R et F(z,-) est continue
sur Iy pour tout x € R. En outre, avec (1), on a la domination |F(z,p)| < ¢(x) =
|f(2)|*+]|f(z)|? € L*(R). On peut donc appliquer le théoréme de la convergence dominée
pour affirmer que p > || f[[? est continue sur I;. CQFD. [ |

Exercice 4. (environ 14 points). On pose pour tout x > 0 : erf(z) = \/%T IN e~"dt et on
rappelle que fooo e~ dt = V2.
(1) On pose pourt >0 : f(t) = 1/V/t.
(a) Déterminer les abscisses de convergence simple (.(f) et absolue (,(f) de f.
(b) Pour tout x > (,(f), caleuler Z(f)(x).
(¢) Montrer que ZL(t — 1/v/tr)(x) = 1//x.
(2) A laide du produit de convolution, montrer que pour tout x > 1 :
o = L Vi) @)
(3) En déduire que pour tout x > 1
1

(z — 1)z
(4) On se propose dans cette partie de déterminer la transformée de Laplace de la fonction
définie pour t € R par : (t) = t=3/2e /% o4 k € R* est une constante non nulle.

(a) Montrer que (.(¢) = (u(v) = 0.

= Lt e - erf(Vt)) ().



b) Par le changement de variable v = £~ montrer que pour tout x > 0 :
g 2\/i

4 oo 2 —ok? /402
f(go)(:v):E e eI .
0
(c) Puis en posant a = k\/z/2 :

4 —kyz  ptoo (kv 2 4 —kyx  ptoo a2
Z(p)(x) = ‘ / e (-5%) dv = = / e (%) dv.
0 0

k k

d) A laide du changement de variable u = a/v dans l'intégrale Fee e_(”_%) dv montrer
0
que

a 2
(e) Montrer que que pour tout a € R : f0+°° e (=%) gt = V7 /2.

2
(f) En déduire que ZL(p)(z) = ge_kﬁ, Ve eRY.
Solution :
(1) (a) L’intégrale impropre [;° < dt diverge pour z = 0; pour x > 0, e It/\/_ ~ 1/\/_
et e /\/t = o(t72) en +oo : l'intégrale est bien absolument convergente. Done

Ce(f) = Calf) = 0.
(b) Soit x > 0, comme fooo e Vdt = ﬁ/?

B / 2du_ T
u—T/i l’.

(c) On a donc pour tout > 0 : \/L% = %\ﬂ() Z(t— 1/vtr)(x) par linéarité de

la transformée de Laplace.

(2) Soit > 1 vu de qui précéde, on a

! N (x) - m)(x) = e] * 7)) (x
mziﬂ(t'ﬁe)(fﬁ) Lt 1/Vim) (@) = L([e'] * [1/Vir))(z)
(3) 11 s’agit donc de montrer que .Z([e!] x [1/Vtx])(x) = ZL(t — €' - erf(V/1))(z). Par le

théoréme d’unicité (cours) il est équivalent de montrer que pour tout u > 0 : [ef] x
[1//tm](u) = €* - erf(y/u). Or, toutes ces fonctions étant bien entendu (par convention)
nulles sur R_ le produit de convolution s’écrit (cours) :

“oetdt

et x [1/vtr](u /“t\/_ e“o\/ﬁ

= e — edv = e" - erf Vu).
v=vi ﬁ/o V)

(4) (a) C.(f) = C(f) =0, la preuve est identique a celle pour f(t) = 1/4/t donnée en (1-a)
en observant bien que la convergence a 'origine pour z > 0 est donnée cette fois par
le terme en exponentielle...

\L/ donne immédiatement 2 (p)(z) = 1 0+°° eV’

(b) Le changement de variable v = -~

67:15192/4112 dv.



) 2
(¢) Puis en posant a = k+/z/2 comme —v? — £, = — (v — kﬁ) —kyz=—(v— %)2—
ky/x, on a :

4 +00 4—]{3\/5 +oo —U_k\/EQ 4—kﬁ +o0 2
D A e e

(d) La formule
+o0 2 +o0 )2
/ (1 + %) e_(”_%) du = 2/ e_(”_i) dv
0 u 0

a démontrer équivaut a

+oo 2 +o0 a2
/ %.6—@—%) du :/ e (%) dv,
0 0

Et dans cette derniére, on passe du terme de gauche a celui de droite par le change-
ment de variable v = a/u.

2
(e) ATlaide du changement de variable = v—2, on a pour tout a € R: f0+oo e (%) dy =
[0 et = /r /2.
2

(f) Des questions (4-c) et (4-e) on tire immédiatement £ (¢)(x) ’ :
R* . m



