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Exercice 1. Dans ce probleme, R[X] désigne ’espace vectoriel des polynémes a coefficients
réels et, pour tout n € N, R, [X] est le sous-espace de R[X]| formé des polynomes de degré < n.
On considére Uapplication D : R[X]| — R[X] :
P — P(X +1) - P(X)

(1) (a) Montrer que D est un endomorphisme de R[X].
(b) (i) Montrer que si P € Ker (D) alors, pour tout entier n >0, P(n) = P(0).
(ii) Montrer alors que Ker (D) = Ro[X].

(¢) (i) Si P n’est pas un polynome constant, préciser le degré de D(P) en fonction de

celui de P, ainsi que le coefficient dominant de D(P) en fonction de celui de
P.

(ii) En déduire que D(R,[X]) C R,,_1[X], si n > 1, et que le sous-espace vectoriel
R, [X] est stable par D.
(d) Soit n un entier > 1; on note D,, l'endomorphisme induit par D sur R, [X]. Déter-
miner Ker (D,,) et montrer que Im(D,) = R, _1[X].
(e) Montrer que l’endomorphisme D est surjectif.
i) On considére F = € = 0}. Vérifier que F est un sous-espace
6 @ 0 dére I = {P € R[X]/P(0) = 0}. Vérifier que F p
vectoriel de R[X] et que R[X] = F & Ker (D).
(ii) Conclure que, pour tout polynome @ € R[X], il exriste un unique polynome
P € R[X] tel que P(0) = 0 et que D(P) = Q; préciser le degré de P en
fonction de celui de Q).
(2) (a) Montrer qu’il existe une unique suite (P,)nen d’éléments de R[X]| vérifiant Py = 1
et pour tout entiern > 1, P,(0) =0 et P,_1 = D(P,).
(b) Ezpliciter Py et P.

X(X-1)-(X—n+1)
n!

)

(c)

(d) Montrer que, pour tout entier n > 1, la famille (FPy,--- , P,) est une base de R, [X].
)

(e) Si P € R,[X], montrer que l’on obtient les coordonnées de P dans la base (Py, - - - , Py,)
par une succession de divisions euclidiennes.

c) Montrer que, pour tout entiern > 1, P, =

(f) Expliciter alors les monémes X2 et X3 comme combinaisons linéaires de Py, Py, Py, Ps.
(3) Application

(a) Pour tout couple d’entiers (n,p) d’entiers positifs non nuls, on pose S, , = 1" +2"+

(b) Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un polynome A, € R, 1[X] tel que
A,(0) =0 et D(A,) = X"

¢) En revenant & la définition de D, montrer que Sy, = A,(p+1).
(d) S1 X™ =>"7_ Py, justifier que A, = 1_y axPiir.
)

)

e) Déterminer les valeurs de Ay el As.
(f) Donner, alors, sous forme factorisée, les valeurs de Sy, et Ss,.

(
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Exercice 2 L objet de ce probleme est principalement [’étude et le calcul de ["intégrale I =
oo arctan(t __arctan(t)
[0 aretantt) gt On, posera p(t) = 2entt)

0 “emt—1 1 emt—1 °
(1) (a) Déterminer un éventuel prolongement par continuité de la fonction ¢ en 0.

(b) Etudier les variations de ¢ sur D =]0,+o00| (il peut étre intéressant d’introduire la

Jonction auziliaire (t) = =S — warctan(t)). En déduire la borne supérieure de ¢

1412
sur D.

oo arctan(t) dt.

(c) Justifier la convergence de l'intégrale impropre I = [~ =

(d) Démontrer les deux relations :

—k7rt

I—Z/ arctcm t)dt = ka/ 1+t2

(2) (a) Déterminer lensemble de définition de la fonction f(z) = [J° f+t2dt Préciser le

domaine de continuité de f et déterminer la limite de lim,_, ., f(z) .

(b) Préciser le domaine ot f est deux fois dérivable et établir une relation simple entre
f et f" sur D =0, +00].

(c) Btablir la convergence des intégrales impropres [;° Sint(t) dt et [ %(t)dt, (a>0).

(d) Résoudre ’équation différentielle vérifiée par f dans D =|0,+oo[ et expm'mer la
solution générale & U'aide des deuw fonctions g(z) = [° Slr;ﬁdt et h(z) = [ cos®) gt
x> 0.

(e) En déduire que f(x)= [;° Slunﬂ du= [ Sli‘f: dt, pour tout x > 0.

(3) (a) Avec ce qui précéde, montrer que I = Zk = 5 Sl:fs du

(b) Démontrer que :

Il <1 1 [ 1 > cos(nu)
I==% ——— d
2 Z L2 7T/o (u+ )2 (Z n2 ) u

=1

(c) Soit G : R — R la fonction 2m-périodique égale & 5 — 5F + —2 sur [0, 27].

(d) Etudier la parité de G, déterminer le developpemem‘ en Série de Fourier réel de G
en précisant son éventuelle convergence et la nature de cette convergence.

(e) En déduire la somme de la série T(x) =S, 0D Jorsque x € [0,27] ainsi que la

n=1 n2
valeur de la somme >0 | =5.
(4) On pose aj, = %(fﬂ)ﬂ —(m_lw)z (ZZO 1 CObn;w ) du.

(a) Calculer pour tout k € N la valeur de ak
(b) Montrer que I =limy_o0o Iy 00 In = k 0 ( 1+ (n+1)log (2n+1))

)
(¢) En déduire que I est la somme d’une série convergente.
)

(d) Ecrire exp(Ix) sous la forme d’un produit de facteurs et en déduire la valeur de I.

Fin de I’épreuve



