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MEIS7M2 � Feuille d'exercices : Intégrales à paramètres, échanges
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Exercice 1. On pose pour n ∈ N? : gn(x) = sin(nx). Montrer que la suite (gn)n n'admet aucune sous-suite
simplement convergente vers 0 sur [0, 1].

Exercice 2. (Un lemme de Cantor). Soient (αn)n, (βn)n deux suites de nombres réels telles que la suite de
fonctions (αn cos(nx) + βn sin(nx))n converge simplement vers la fonction identiquement nulle sur R.

(1) Montrer que lim∞ αn = lim∞ βn = 0. (pour la seconde limite on pourra raisonner par l'absurde..)

(2) Montrer que la conclusion subsiste si on a la convergence simple seulement sur [a, b], a < b. Pour cela

en posant fn(x) = (αn cos(nx)+βn sin(nx))2

α2
n+β2

n
et, raisonnant par l'absurde montrer que l'on peut extraire de

(fn)n une sous-suite simplement convergente vers zéro sur [a, b]...

Exercice 3. Soient p, q ∈ R?+, montrer que

∫ 1

0

xp−1

1 + xq
dx =

∑
n≥0

(−1)n

nq + p
.

Exercice 4. On pose pour α > 0 : f(α) =
∫ 1

0
log(t) log(1− tα)dt.

(1) Véri�er que f est bien dé�nie sur R?+.
(2) Montrer que f(α) =

∑
k≥1

1
k(kα+1)2 .

(3) Montrer que limα→0+
f(α) = +∞.

(4) Montrer que f(α) ∼
+∞

ζ(3)
α2 .

Exercice 5. Un calcul de l'intégrale de Dirichlet
∫∞

0
sin(t)
t dt. On considère l'application f(x) :=

∫∞
0

sin(t)
t e−xtdt.

(1) Montrer que l'intégrale impropre
∫∞

0
sin(t)
t dt est convergente au sens de Riemann mais divergente au

sens de Lebesgue.

(2) Montrer que f ∈ C 1(R?+).

(3) En déduire une forme explicite de f sur R?+.
(4) Montrer que f est continue à l'origine.

(5) En déduire que
∫∞

0
sin(t)
t dt = π

2 .

Exercice 6. Un calcul de l'intégrale de Gauss
∫∞

0
e−t

2

dt. On considère l'application f(x) :=
∫∞

0
e−xt2

1+t2 dt.

(1) Montrer que f ∈ C 1(R?+) ∩ C 0(R+).

(2) En déduire que f est solution d'une équation di�érentielle.

(3) Montrer que
∫∞

0
e−t

2

dt =
√
π

2 (on pourra introduire la fonction auxiliaire g(t) = e−tf(t)...).

Exercice 7. Autour de la fonction Gamma : Soit f : (x, t) ∈ R?+ × R?+ 7−→ f(x, t) := tx−1e−t. Montrer
que pour tout x > 0 la fonctionf(x, ·) est intégrable sur R?+. On dé�nit alors la fonction Gamma par

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt, ∀x ∈ R?+.

(1) Montrer que f ∈ C∞(R?+) et, pour tout k ∈ N :Γ(k)(x) =
∫∞

0

(
log(t)

)k
tx−1e−tdt.

(2) Etablir successivement Γ(x+ 1) = xΓ(x), ∀x > 0 ; Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N Γ(x) ∼
0+

1
x .

(3) A l'aide de la formule e−t = limn→∞
(
1− t

n

)n
et de la suite de fonctions de terme général fn(t) =(

1− t
n

)n
χ]0,n](t), n ≥ 1, montrer que Γ′(1) = −γ (γ est la constante d'Euler).

(4) Aprés avoir établi pour x > 0 : Γ′(x+1)
Γ(x+1) = Γ′(x)

Γ(x) + 1
x montrer que Γ′(n+1) = n!

(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n − γ

)
, n ≥

1.
1



2

(5) Au moyen du changement de variables s = t−x√
x
, établir pour x > 0 : Γ(x+ 1) =

(
x
e

)x√
x
∫ +∞
−
√
x
eϕ(x,s)ds

où ϕ(x, s) := x log
(

1 + s√
x

)
− s
√
x

(6) Montrer que ∀s ∈]−
√
x, 0] : ϕ(x, s) ≤ − s

2

2 et ∀s ≥ 0, x ≥ 1 : ϕ(x, s) ≤ ϕ(1, s).

(7) En déduire limx→+∞
∫ +∞
−
√
x
eϕ(x,s)ds =

∫ +∞
−∞ e−

s2

2 ds puis la formule de Stirling

Γ(x+ 1) ∼
+∞

(x
e

)x√
2πx.

(8) Montrer que pour tout x > 0 : limn→+∞
∫ n

0

(
1− t

n

)n
tx−1dt = Γ(x), et en déduire la formule de Gauss :

∀x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) = limn→+∞
nxn!

x(x+1)...(x+n) .

(9) Puis celle de Weierstrass : ∀x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) = xeγx limn→+∞
∏n
k=1

(
1 + x

k

)
e−

x
k .

(10) On note ψ : ]0,+∞[→ R, l'application dé�nie pour x > 0 par ψ(x) = Γ′(x)
Γ(x) . Démontrer que pour tout

x > 0 : ψ(x) = − 1
x − γ + x

∑
n≥1

1
x(x+n) , et en déduire que Γ′(1) = −γ =

∫ +∞
0

e−x log(x)dx.

(11) (Le théorème de Bohr-Mollerup) Montrer que log Γ est convexe sur R?+. Réciproquement, soit f : R?+ →
R?+ une application log-convexe véri�ant f(1) = 1 et ∀x > 0, f(x + 1) = xf(x). ; montrer (à l'aide
de la formule de Gauss) que f = Γ
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