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MEIS7M2 — Feuille d’exercices : Intégrales a4 paramétres, échanges Zf = fz

Exercice 1. On pose pour n € N* : g,(z) = sin(nz). Montrer que la suite (g,)n n'admet aucune sous-suite
simplement convergente vers 0 sur [0,1].

Exercice 2. (Un lemme de Cantor). Soient (ou)n, (Bn)n deux suites de nombres réels telles que la suite de
fonctions (a, cos(nx) + By, sin(nz)), converge simplement vers la fonction identiquement nulle sur R.

(1) Montrer que limy, o, = limy, B, = 0. (pour la seconde limite on pourra raisonner par l'absurde..)

(2) Montrer que la conclusion subsiste si on a la convergence simple seulement sur [a,b], a < b. Pour cela
: 2
en posant fn (’I) (ap cos(nigiﬁnzsm(nz))

(fn)n une sous-suite simplement convergente vers zéro sur [a, b]

et, raisonnant par l’absurde montrer que l’on peut extraire de

1
Exercice 3. Soient p,q € R, montrer que = .
P a4 =Ry 1 /o 1 +zq Z q+p
Exercice 4. On pose pour o > 0 : f(« fo log(t) log(1 — t*)dt.
(1) Vérifier que f est bien deﬁme sur RY .
(2) Montrer que f(a) =35, m
(3) Montrer que lim,_,o, f(a) = +o0o0.
(4) Montrer que f(«) ol %

Exercice 5. Un calcul de Uintégrale de Dirichlet [~ sin®) gt On considere Uapplication fl@) = [° Sm(t) e %tdt.

(1) Montrer que lintégrale impropre foo sin t)dt est convergente au sens de Riemann mais divergente au
sens de Lebesgue.

(2) Montrer que f € €' (RY).

(3) En déduire une forme explicite de f sur R*..
(4) Montrer que f est continue @ l’origine.

(5) En déduire que [;° Sm(t dt =

Exercice 6. Un calcul de l’intégrale de Gauss fooo e~t’dt. On considére Uapplication f(x) := fooo %dt.
(1) Montrer que f € €'(Ry) NE°(R,).
(2) En déduire que f est solution d’une équation différentielle.
(3) Montrer que f;° e dt = @ (on pourra introduire la fonction auziliaire g(t) = e~ f(t)...).
Exercice 7. Autour de la fonction Gamma : Soit f : (x,t) € R x Ry — f(z,t) :=t*"te™". Montrer
que pour tout x > 0 la fonctionf(x,-) est intégrable sur RY.. On définit alors la fonction Gamma par

I(x) :/0 t"letdt, Va eRZ.

(1) Montrer que f € C*®(R%) et, pour tout k € N T™ (z) = [ (log(t )) tr=le~tat.
(2) Etablir successivement I'(x +1) =2 T'(z), Ve >0; T'(n+1)=nl, VneN TI(z)~

0+

(3) A laide de la formule e~ = lim, o (1 — %)n et de la suite de fonctions de terme général f,(t) =
(1- i)n Xjo,n) (1), n > 1, montrer que I''(1) = —v (7 est la constante d’Euler).

n

(4) Aprés avoir établi pourx >0 ?/((;:f)) = 1;/((;))4—% montrer que TV (n+1) = n! (1 + % + 4+ % — ’y) , n>
1.

1



(5) Au moyen du changement de variables s = t‘ﬁ, établir pour v > 0 : T(z +1) = (2)" \ff " e#(@9) s
ot ¢(z,s) := xlog (1 + %) — s\/x

(6) Montrer que Vs €] —/z,0] : p(z,s) < f% et Vs>0,z>1: o(x,s) <pl,s).

(7) En déduire lim, s 4 o f+°° e?(®:5) g = fjooj e ds puis la formule de Stirling

“+oo

F(x+1) ~ <§>x 2rx.

(8) Montrer que pour tout x > 0 limp, 4 oo fo (1 - f)ntg”_ldt = I'(z), et en déduire la formule de Gauss :

(9) Puis celle de Weierstrass : Vx €10, +oo[, [(z) = xe? limyqoo [ Loy (1+ %) e %,

(10) On note ¢p : 10, +o0[— R, Vapplication définie pour x > 0 par ¢¥(x) = 1;((96)) Démontrer que pour tout

>0 : ) = -1 — Y+ T ﬁ, et en déduire que I'(1) = —y = 0+°O e " log(x)dx.
(11) (Le théoréme de Bohr-Mollerup) Montrer que logT' est convere sur R’ . Réciproquement, soit f : R} —

R une application log-conveze vérifiant f(1) =1 et Va >0, f(x+1) = xf(x).; montrer (a laide
de la formule de Gauss) que f =T
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