
Y j Y AGRÉGATION INTERNE DE MATHÉMATIQUES Y j Y

Exercices d'Analyse � Décembre 2010.

Exercice 1. Pour n ∈ N on pose an =
∫ 1

0
dt

(1+t4)n
.

(1) Montrer successivement que (an)n est décroissante, convergente de limite nulle.

(2) Montrer que pour n ≥ 2 : an ≥ 1−21−n
n−1 . Quelle est la nature de la série

∑
n an ?

(3) Montrer que pour n ∈ N : an = 2−n + 4n(an − an+1). Quelle est la nature de la série∑
n an/n ?

Exercice 2. Soit (un)n≥0 la suite dé�nie par u0 = 0 et un+1 =
√

1+un
2
, (n ∈ N). On pose aussi

pn = u1u2 . . . un.

(1) Montrer que pour tout n ∈ N? on a 2un =

√
2
√

2 + . . .
√
2 (n racines).

(2) Montrer que tout n ∈ N? on a cos(π/2n+1) = 2un.

(3) En déduite (à l'aide de la formule sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)) que limn pn = 2
π
.

Exercice 3. Existe-t-il f : [−1, 1] → R deux fois continuement dérivable et telle que∑∞
n=1 f

(
1
n

)
converge et

∑∞
n=1

∣∣f ( 1
n

)∣∣ diverge ? (Indic : utiliser la formule de Taylor)

Exercice 4. Préciser selon les valeurs de α ∈ R la nature (divergence, convergence, convergence

absolue) de la série de terme général an = (−1)n
(−1)n+nα . Chercher un équivalent du module de la

suite de terme général vn = (−1)n
(−1)n+

√
n
; tends-elle en module vers zéro en décroissant ?

Exercice 5. Montrer que la série
∑

n≥1
cos(logn)

n
diverge. (Indic : estimer la somme sur des

blocs ou les cosinus est ≥
√
2/2...).

Exercice 6. Utiliser le théorème des accroissements �nis pour établir la divergence de la série
de terme général 1/k log(k) log(log(k)). Estimer

∑
m≤k≤n 1/k log(k) log(log(k)), observation ?

Exercice 7. On considère une ligne brisée dont les longueurs L1, L2, . . . Ln, . . . des segments
successifs S1, S2, . . . , Sn, . . . valent respectivement 1, 1/2, . . . , 1/n, . . . . Soit θ ∈ [0, 2π[, on sup-
pose en outre que chaque segment fait avec le précédent un angle θ. Déterminer la distance et
l'angle entre l'extrémité initiale et �nale (lorsqu'elle existe...) de cette ligne brisée.
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