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Algèbre Bilinéaire � Vendredi 17 novembre 2011.

Autour du groupe orthogonal On(R) et unitaire Un(C).

Quelques rappels et notations : Une matrice réelle A ∈Mn(R) sera dite symétrique si tA = A
et on écrira A ∈ Sn, elle sera symétrique positive si on a de plus 〈Ax, x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ Rn

et on écrira A ∈ S +
n . Elle sera symetrique dé�nie positive si de plus 〈Ax, x〉 > 0 pour tout

x ∈ Rn \ {0} et on écrira A ∈ S ++
n Soit E un espace euclidien de dimension n, on dit qu'un

endomorphisme u ∈ L (E) est orthogonal si ‖ux‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ E, on écrira u ∈ On(E)
et sa matrice A dans une base orthonormée véri�era AtA = In, on dira que A est orthogonale
et A ∈ On(R) (on a une dé�nition analogue pour le cas complexe : une matrice complexe
A ∈Mn(C) sera unitaire si AtA = In et on écrira A ∈ Un(R)).

(1) Soient E un R espace euclidien de dimension n ≥ 2, ϕ un endomorphisme orthogonal de
E et O sa matrice dans une base orthonormale.

(a) Quelle est la forme des matrices de O2(R) ?
(b) Montrer que si ϕ ne possède pas de valeurs propres réelles alors il existe un plan

stable par ϕ.

(c) En déduire qu'il existe U ∈ On(R) telle que U−1OU soit une matrice diagonale par

blocs du type diag(Ir,−Is, O1, . . . , Ot) où Oi =

(
cos θi sin θi
− sin θi cos θi

)
.

(2) Soit A ∈ S +
n (R) une matrice symétrique réelle positive, montrer qu'il existe une unique

matrice B ∈ S +
n (R) telle que A = B2 et que B est un polynôme en A.

(3) Soit A ∈ GLn(R). Montrer qu'il existe un unique couple (O, S) ∈ On(R)×S ++
n (R) tel

que A = OS et que S est un polynôme en tAA.

(4) Montrer que On(R) est un sous-groupe compact de GLn(R).
(5) Soit A ∈ Mn(R). Montrer qu'il existe un couple (O, S) ∈ On(R) × S ++

n (R) tel que
A = OS.

(6) Montrer que la correspondance GLn(R) 3 A 7→ (O, S) ∈ On(R)×S ++
n (R) (voir 4)) est

bicontinue.

(7) Montrer que les valeurs propres des éléments d'un sous-groupe compact de GLn(R) sont
de module 1

(8) Montrer que On(R) est un sous-groupe compact de GLn(R) maximal pour l'inclusion.

(9) Soit A ∈ On(R), déterminer la limk→∞
1
n

∑n−1
k=0 A

k (on peut commencer par montrer que

Rn = ker(A− In)
⊥
⊕ Im(A− In)).

(10) Déterminer les extréma de la trace sur On(R).
(11) Montrer que On(R) possède deux composantes connexes qui sont connexes par arcs.

(12) Montrer que le groupe unitaire Un(R) est connexe par arcs.
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