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i) Durée 4 heures : les logarithmes sont tous népériens !

Exercice.

(1) (a) Sic et dsont deux réels et k£ un entier naturel non nul, montrer que

2c+d)(—-1)k —d

! (
/ (ct® + dt) cos(knt)dt =
0

k22
(b) En déduire qu’il existe un unique couple (a, b) de réels tels que, pour tout entier k > 1,
1
1
/ (at® 4 bt) cos(knt)dt = =k
0

1 1 ™
(c) Calculer alors, pour tout entier n > 1, la valeur de / (at?® + bt) <2 + Z cos(kmt) | dt.
0 k=1

sin ((2n + 1)0).

(2) Montrer que pour tout n € N* et 6 €]0,7[ : 1 + 2 Zcos(2k9) = sin(0)

k=1
(3) Soit f € €1([0,1],R).

! — f(M)cos(A) 1 [!
a) Montrer que pour tout A > 0: f(t)sin(At)dt = f(0) = F(1) cos( )—i-— f'(t) cos(\t)dt.
A A
0 0
1
(b) En déduire la limite lim f(t)sin(At)dt.
A——+00 0
4) On considere la fonction f : [0,1] — R définie par :
(4) P
T (t? — 2t
f(t) = 4(.7r)7
sin (Qt)
(a) Montrer que f est continue sur [0, 1].
(b) Montrer que f est dérivable sur [0, 1].

(c) Montrer que f est continue sur [0, 1].

(d) Montrer que (at® + bt) (; + Zcos(lmt)) = f(t)sin ((Qn + 1)7;) .
k=1

sit€]0,1] et f(0) = —m.

. . ..
(e) En déduire la convergence de la série E 7z ainsi que la valeur de sa somme.
n>1

Probléme.

Dans ce probléme, par « solution d’une équation différentielle », on fait référence aux solutions a

valeurs réelles définies sur R. Si f est une fonction réelle continue sur R , on lui associe lééquation
différentielle

(&) y'+y=f.



Premiére partie.

(1) Montrer que I'ensemble X des solutions de ’équation différentielle (&) : y” +y = 0 est un
espace vectoriel réel ; préciser sa dimension et en donner une base.

(2) Soit A un réel non nul et tel que A\?> # 1; ¥, désigne I'ensemble des solutions de 1’équation
différentielle

(éx) y" +y = sin(\z).
(a) Montrer qu’il existe un unique réel a, tel que la fonction Sy : =z +— asin(Az) soit un
élément de X,.
(b) Montrer qu’alors ¥y = {  — acos(z) + Ssin(z) + Sy(z), o, 8 € R }.
(c) Vérifier que les solutions de 1’équation différentielle (&) sont toutes 2m-périodiques.

(d) Montrer que la fonction S est périodique, préciser ses périodes puis en déduire que 1’équa-
tion différentielle (& 5) n’a pas de solutions 27-périodiques.

Seconde partie.

Dans cette partie, f : R — R est une fonction continue et on pose pour tout z € R :

— [ wsine —0at, i) = [ s@eos(oin, pala) = [ 0 sne

(1) Montrer que ¢; et @9 sont dérivables sur R et calculer leur dérivées ¢ (x), ph(x) pour tout réel
x.

(2) (a) Montrer que pour tout z € R : ¢p(x) = p1(x) sin(z) — pa(z) cos(z).

(b) En déduire que ¢ est dérivable sur R et calculer ¢'(x) pour tout réel z.

(c) Montrer que ¢ est deux fois dérivable sur R et solution de I’équation différentielle (&%).
(3) Soit g une solution de 'équation différentielle (&) ; montrer que la fonction g — ¢ est solution

de Iéquation y” 4+ y = 0. En déduire Xy.
(4) Une application : soit o : R — R une application de classe C? vérifiant h” + h > 0 sur R.

(a) Veérifier que h est solution de I'équation différentielle (X, ) ou f1 = h” + h.

(b) En déduire une expression de h puis montrer que pour tout réel = : h(z + 7) + h(z) > 0.
(5) On suppose dans cette question que f est 2r-périodique.

(a) Siléquation (&) posséde une solution 2m-périodique g.

(i) Montrer que la fonction ¢ est alors 2m-périodique.
2m
(ii) Montrer que pour tout réel x : f(t)sin(x — t)dt = 0 et en déduire que
0
2 2T

£(t) cos(t)dt = f(t)sin(t)dt = 0.

0 0
2m 27
(b) Réciproquement, montrer que si / f(t) cos(t)dt = / f(t)sin(t)dt = 0. alors toutes les

0 0
solutions de I’équation différentielle (&) sont 27-périodiques.

(c) Si f est la fonction sinus, 'équation différentielle (£7) admet-elle des solutions 27-périodiques 7

Troisiéme partie.

Dans cette partie, on considére une fonction f : R — R de classe C' croissante et possédant une
limite finie [ en 4oc0.

(1) (a) Montrer qu'il existe A > 0 tel que x > A implique |f(z)| <1+ |I|.
(b) Montrer que f est bornée sur R.



3

o0
(2) (a) Montrer que la fonction f’ est positive et que I'intégrale impropre / f'(t)dt est conver-
0

gente ; préciser la valeur de cette intégrale.
(b) En déduire que les intégrales /OO f'(t) cos(t)dt et /oo f'(t) sin(t)dt sont convergentes.
(3) (a) Montrer que pour tout réel :0 ’
/w f(t)sin(x — t)dt = f(x) — f(0) cos(z / 1'(t) cos(x — t)dt.
(b) En déduire que toute solution de I’équation différentielle (&%) est de la forme

Yo s(a) = f(w)+<a— / F/(#) cos(t )dt) cos(x ( / () sin(t dt)sm()

ou «, B sont deux réels.
(c) Montrer alors que toute les solutions de 1’équation différentielle (&) sont bornées sur R

(4) Soit (o, 8) € R?, on suppose que la solution Y, 5 de (&) admet une limite finie en +oo.
x
a) en étudiant la suite (Y, g(nm)),, montrer que a = f(0) + "(t) cos(t)dt
7/8
0

(b) Trouver de méme la valeur de 3.

(5) Montrer alors que I’équation différentielle (&) posséde une unique solution notée Yy ayant une
limite finie en +o0o que 'on précisera ; enfin montrer que

Yi(z) = f(z)+ /OO f'(t) cos(x — t)dt, =z €R.

Fin du probléme.
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Corrigé du Devoir Préparé 8

L’Exercice.

(1) (a) On fait deux intégration par parties pour faire disparaitre le polynéme ct® + dt et le résultat suit.

(b) 11 faut donc avoir (2¢ + d)(—1)* — d = 72 pour tout k € N*; en choississant k pair puis k impair on trouve

immédiatement a = 72/2 et b = —72.

(¢) On a donc pour tout n > 1 :

1o 1 Yat® 4+ bt =~ [,
/ (at” + bt) 5 + E cos(kmt) | dt :/ 5 dt + E / (at” + bt) cos(kmt)dt
0 k=1 0 k=170

at® b & 2 =1
R RO M- TS SRR DB of

(2) Pour tout n € N* et 0 €]0, 7| :

n n ] 1= 2in6
142 cos(2k6) =1+ 2Re <Z e‘“’”) .=1+2Re <6210ﬁ)

k=1 k=1
210 | 4 g2in _ 2i(nt1)6 Q2in0 _ ,2i(n+1)0
-1 - c. -° -
+ Re ( 1 — cos(20) ) Re ( 1 — cos(20) >
~ Re cos(2nf) — cos(2(n+ 1))\ _ sin((2n 4+ 1)0)
B 1 — cos(26) B sin(6) '

(3) (a) f etant de classe C" il suffit de faire une intégration par parties.

(b) f étant de classe C', f et f’ sont bornées sur le fermé borné [0, 1] donc avec la question précédente :

’
t) sin(At)dt| < —QHJ;”"" + LJ;””

)

1
par conséquent : lim / f(t)sin(At)dt = 0.
A—+4o00 0

(4) (a) Cherchons un éventuel développement limité de f a lorigine :

20,2 20,2
me(tt —=2t)  w(tt-2t) 9w t—2 mt
t) = = == =7+ — +olt).
0= (Zt) 2wt to(?) 21+o(t) | 2 ®)
Par conséquent, comme f(0) = —m, elle admet bien un développement limité a ordre 1 & l'origine; le

cours nous assure que f est bien dérivable en ¢ + 0 avec f'(0) = /2.

(b) Tl reste & montrer quelle est de classe C* i.e. que f’ est continue & I’origine et une fois de plus un dévelop-
pement limité assure que limg f'(z) = 7/2 = f/(0) CQFD.

(c) Pour ¢ = 0 il n’y a rien & démontrer, pour t €]0,1] alors Tt €]0,7/2] CJO, 7| et on peut remplacer 6 par
7t/2 dans la question (2) :

2 1 < _at® +bt . _at® +bt - it
(at” + bt) (2 + ; cos(knrt)) =— <1 +2 Z cos(km&)) = 3 1+2 Z cos(QkE)

k=1 k=1

5, sin ((2n +1) 7;15

- ”2t2/22_ Tt D) ) = f(t)sin <(2n+ 1)7;)

(5) En combinant tout ce qui précéde nous avons pour tout N € N*

N 1 N 1 1 N
== Z / (at® + bt) cos(kmt)dt = / z:(at2 + bt) cos(kmt)dt
k=1 k=1"0 0 =
1 1
= / (at® + bt) —|— Zcos (kmt) | dt — = / (72t? )2 — T°t)dt
0 0

2,3 2,71
/f sm((2N+1) )dtié[w; 7%15}0

2 2
/f sm((ZNJrl) )dtJr— —

6 notoo 6

ot la derniére limite résulte de (3-b) puisque f € €' ([0,1]) d’aprés (4-a-b-c). Autrement dit, la série >, 1/k*
converge et a pour somme 7 /6.



Le Probléme.

Premiére partie.

(1) Classiquement 3¢ = {acos(z) + Bsin(z), «a, S € R} = vect{cos(z),sin(z)} c’est donc 'espace vectoriel réel de
dimension 2 engendré par x — cos(x) et y — sin(z).
(2) (a) Sx € T équivaut & —aA?sin(Az) + asin(Az) = sin(Az) soit (puisque A # 0) a(1 — A*) = 1 soit a = =7
(puisque \? # £1...).
(b) 1l est bien connu que les solutions générales de I’équation différentielle sont de la forme « une solution géné-
rale de I’équation sans second membre plus une solution particuliére de ’équation avec second membre » ;
les deux questions précédentes donnent par conséquent : X, = {% + acos(z) + Bsin(z), «,B € R}
c’est un espace affine de dimension 2.

(¢) Vul-b: %y = {7% + accos(z) + Bsin(z), a, B € R}, il est bien évident que ces fonctions sont toutes
2m-périodiques.

d) Les périodes de S\ sont les 2k7 )\, keZ H si l’équalion & ) admet des solutions 271-péri0diques alors
V2
vu l—C, S\fz sera 27r—périodique ce qui est absurde.

Seconde partie.

(1) C’est le cours puisque f est continue sur R et on a ¢} (z) = f(x)cos(z), p2(z) = f(z)sin(x).
(2) (a) Avec les formules trigonométriques @(x) = [ f(t)sin(z —t)dt = [7 f(t) (sin(z) cos(t) — sin(t) cos(x)) dt =
sin(z)p1(z) — pa(z) cos().
(b) Comme 1 et gpg sont dérivables sur R la formule précédente assure que ¢ sera aussi dérivable sur R et
@' (x) = sin(z) @] (z) — @5 (x) cos(x) + cos(x)p1(x) + p2(x) sin(z) = sin(z) f(x) cos(z) — f(z) sin(z) cos(z) +
cos(z)r (x) + (@) sn(z) = cos(@)pr(x) + po(a) sin(e).
(c) Comme ¢’ (z) = cos(x)p1(z) + p2(z) sin(z), ¢ est bien deux fois dérivable sur R et ¢”(x) = cos(z)¢} (x) +
(x) sin(z) — sin(z)e1(x) + 2(x) cos(z) = f(z) — p(x) soit ¢’ + ¢ = f : ¢ est donc bien une solution
partlcuhere de (&f).

(3) Comme plus haut : les solutions générales de 1'équation différentielle sont de la forme « une solution générale
de ’équation sans second membre plus une solution particuliére de I’équation avec second membre » ; comme ¢
est solution particuliére ¥y = {¢(z) + acos(z) + Bsin(z), o, € R}

(4) (a) C’est évident.

(b) Puisque h est solution de (X, ) avec la question (3) nous pouvons écrire h(z) = p(z)+acos(z)+ Ssin(z) =
J5 (R () + h(t)) sin(z — t)dt + o cos(x) + Bsin(z). Soit avec quelques intégrations par parties :

h(z) = /0I R"(t) sin(z — t)dt + /Oz h(t) sin(z — t)dt 4+ a.cos(z) + Bsin(x)

= [W(t)sin(z — t)dt]g + /0” R () cos(z — t)dt + /05” h(t) sin(z — t)dt + a cos(z) + Bsin(z)

= —h/(0)sin(z) + [h(t) cos(z — t)dt]§ — /Ow h(t) sin(z — t)dt + /0 h(t) sin(z — t)dt + a cos(z) + B sin(z)
= —h/(0)sin(x) + h(z) — h(0) cos(x) + a cos(z) + Bsin(z)

soit —h/(0) sin(x) — h(0) cos(z) + a cos(x) + Bsin(z) = 0 pour tout réel = : a = h(0), 8 = h'(0) et h(z) =
Jo( h(t)) sin(xz — t)dt + h(0)cos(x) + h'(0) sin(z) ; maintenant pour tout réel z on peut écrire :

h//( )+
h(z +m)+ h(z) = /JH_7r (R"(t) + h(t)) sin(z + m — t)dt + h(0)cos(x + ) + h'(0) sin(z + )
+ /Ow (" (t) + Rh(t)) sin(z — t)dt + h(0)cos(x) + h'(0) sin(x)
T+ x T+
_ /0 (B (8) + (b)) sin(z — £)dt + /0 (B"(8) + h(t)) sin(z — t)dt = — / (W(£) + h(t)) sin(z — t)dt

x4 iy
= / (b (t) + h(t))sin(t — x)dt = /0 (b (x 4+ u) + h(z + u)) sin(u)du >0

puisque la fonction sinus est positive sur [0, 7] et b + h > 0.

(5) (a) (1) Vu (3) g(z) = ¢(x) + acos(z) + Bsin(z) soit p(z) = g(x) — acos(z) — Bsin(z) qui est 2w-périodique
comme différence de deux fonction 2w-périodiques.



(ii) Par la question précédente, ¢ est 2w-périodique donc par périodicite de f et sin :
427 27
0=op(z+2m) —pz) = / f(t)sin(x — t)dt = / f(w)sin(x — u)du.
T 0

En particulier, pour = = 0 on tire [" f(¢)sin(t)dt = 0 et pour z = m/2 : [2™ f(t) cos(t)dt = 0.

(b) Réciproquement, supposons que fo% f(t)sin(t)dt = 0 et fo% f(t) cos(t)dt = 0; si on montre que I'équation
(&) admet une solution 27-périodique alors toutes les solutions seront 2w-périodique par (5-a-i) et (3). Or

comme
27 27 27

oz +2m) —p(z) = ) f(w)sin(x — u)du = sin(z) ; f(u) cos(u)du — cos(x) ) f(uw)sin(u)du =0

la solution particuliére ¢ est bien 27-périodique.

(c) Des questions (5-a) et (5-b) on a démontré que si f est 2m- periodique alors les solutions de (&) sont

2m-périodique si, et seulement si, fo% f(t)sin(t)dt = 0 et f t) cos(t)dt = 0. Or pour la fonction 27-
périodique f(t) = sin(t) on a [ f(t)sin(t)dt = [ sin®(t )dt 7é 0 : (&) n’admet pas de solutions 2m-
périodiques.

Troisiéme partie.

(1) (a) C’est une conséquence immédiate de la définition de la limite puisque limio |f(2)| = |I].

(b) Par la question précédente, f est bornée sur [A,+oo[. Etant continue elle I'est aussi sur le fermé borné
[0, A] : elle est donc bornée sur R .

(2) (a) f est dérivable et croissante : sa dérivée f’ est donc positive. f’ étant continue elle est intégrable sur tout
[0, A] et on a fOA f'(t)dt = f(A) — f(0) qui tends vers | — f(0) lorsque A tends vers +oo : l'intégrale
impropre [;° f'(t)dt est donc convergente et vaut [ — f(0).

(b) Comme f’ est positive sur ]R+ on aura |f'(t)cos(t)] < f'(t), on peut donc appliquer le théoréme de

comparaison et par suite [~ f'(t) cos(t)dt est convergente (et méme absolument) on fait de méme avec le
sinus.

(3) (a) Faire une intégration par parties.

(b) Les solutions de (&) sont de la forme (seconde partie question (3)) ¢(z) + +a cos(z) + Ssin(z), il ne reste
plus qu’a appliquer la question précédente.

(c) Comme f est bornée et comme les intégrales [ f'(t) cos(t)dt et [;° f'(t)sin(t)dt convergent absolument
on montre sans peine (par des majorations grossiéres) que

Vi o(z) = f(x)—l—(oz— / F(8) cos(t )dt)cos < / £ (8)sin(t dt)sm()

est bornée sur R .

(4) (a) OnaY, 5(7171') f(mr) —|— (= f(0) = [ f'(t) cos(t)dt) (—1)", donc si Y, g admet une limite en 400 on
aura o — = [ f'(t) cos(t)dt.

(b) De méme en observant Yaﬁ (nm +m/2) on tire § = [ f'(t) sin(t)dt.

(5) La question précédente assure de l’existence d’une unique solution de I'équation différentielle admettant une
limite en 400 qui sera bien entendu [ ; avec les valeur de « et 8 trouvées plus haut, c’est

Y(2) = f(2) + (f(0)+ / T (@) cos()dt — £(0) / “ cos(t)dt> cos(x) + ( / TP @) sin(t)dt — /0 0 sin(t)dt) sin(z)

= f(z) + cos(z / F'(t) cos(t)dt + sin(z / f'(t)sin(t)d / f'(t) cos(z — t)dt.
CQFD.
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