Université Paul Sabatier Juin 2011

@ L2 PCP — Préparation a I’oral : Réduction des endomorphismes. @

Exercice 1. (ccp, 2010) Soit A € M3(R) vérifiant A # O et A>+ A= 0.
(1) A est-elle diagonalisable dans C ? dans R ? et A ?

0 0 O
(2) Montrer que A est semblable ¢ |0 0 1
0 -1 0

Exercice 2. (ccp, 2010) Soit A € M,(R) vérifiant A* = 2A + 81,.

(1) Aest-elle inversible ? A est-elle diagonalisable ? donner l’allure de Pa(X).

(2) Déterminer les matrices M € Vect{I,, A} vérifiant M?* = 2M + 81I,,.
Exercice 3. Soient A € M,(R), si B € GL,(R) NR[A] montrer qu’alors B~' € R[A].
Exercice 4. Soient A, B € My(Z) vérifiant AB = BA et det(B) = 1. Montrer que det(A® +
B3) =1 implique A? = O,.

Exercice 5. Soit A € M3(R) vérifiant A* = A%. Si 1 et —1 sont valeurs propres de A, montrer
que A est diagonalisable.

Exercice 6. Soit A € GLg(R) vérifiant A — 3A% + 2A = 0 et trace(A) = 8. Quel est le
polynome caractéristique de A ¢ montrer que A est diagonalisable.

Exercice 7. Soit A € M,(R) vérifiant A* + A3+ 2A%2 + A+ I, = 0. Montrer que n est pair,
que A est diagonalisable et que trace(A) € —N.

Exercice 8. Résoudre dans M,(R) l'équation A®> = A® et trace(A) = n.

Exercice 9. Soit A € My(Z). On suppose qu’il existe un entier N € N tel que AN = I,.
Montrer que A = I,.

Exercice 10. Soient A, B € M,(R) telles que AB = BA et B" = 0. Montrer que det(A+ B) =

det(A) (distinguer successivement les cas A = I,,, A est inversible puis quelconque).

Exercice 11. Soit A € M;3(R) telle que A? = A* et spec(A) D {£1}. Montrer que A est
diagonalisable dans M3(R).
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Corrigé

Exercice 12. (ccp, 2010) Soit A € M3(R) vérifiant A# O et A3+ A= 0.
(1) A est-elle diagonalisable dans C ? dans R ? et A ?

0O 0 O
(2) Montrer que A est semblable a [0 0 1
0 -1 0

Solution :

(1) ® A* + A = O3, donc A est annulée par le polynome X (X2 4+ 1) = X (X +4)(X — i) scindé a racines simples
dans C : A est diagonalisable dans C.

e Dans R ce n’est pas possible; en effet, les valeurs propres possibles de A sont 0,7, —i et pour que A soit
diagonalisable dans R il faudrait que 0 soit son unique valeur propre i.e. A = O3 ce qui est exclut. Donc en fait
le spectre de A est 0,4, —i car la matrice est de taille 3 et A étant réelle si ¢ est valeur propre il en est de méme
de sa partie imaginaire —i. En particulier X® 4+ X est au signe prés le polynoéme caractéristique de A.

e Pour A? elle est bien entendu diagonalisable sur C puisque A Pest : A = P~ 'Diag(i, —4,0)P implique A% =
P~ 'Diag(—1,—1,0)P.

o A% 4 A = O3 implique (A® + A)? = A5 424" + A% = A — A% = 0. A? est donc annulée par le polynome
X3 — X = X(X 4 1)(X — 1) scindé a racines simples : elle est donc diagonalisable dans R est son spectre est
dans 0,1, —1. Observez que (vu le cas complexe) le spectre est en fait 0, —1 le polynéme minimal X (X + 1) et
le caractéristique —X (X + 1)2.

(2) D’apres ce qui préceéde, ker(A) est de dimension 1, choisissons e; tel que ker(A) = (e1). On sait aussi que —1
est valeur propre de A2, soit donc e € R® non nul vérifiant A%e; = —es et posons e3 = —Aes. Nous avons alors
Aer =0, Aea = —e3 et Aez = —A%es = ea. Ces trois relations assurent, si la famille {e1, ea, 3} est libre, que la
matrice de A dans cette base a la forme désirée. Il reste donc a prouver qu’elle est libre : aeq + Bes +ve3 =0
implique en composant par A que fAes + yAes = BAes + yea = 0. Supposons [ # 0, alors Aex = Aez avec
A = —v/B € R. ez est donc vecteur propre de A associé a une valeur propre réelle. Vu (1) : A = 0 doncy =0 = g.
1l en résulte aussitot que o = 0 et la famille est bien libre, c’est une base de R?, ce qu’il nous restait a démontrer.

Exercice 13. (cep, 2010) Soit A € M, (R) vérifiant A*> = 2A + 8I,.
(1) Aest-elle inversible ? A est-elle diagonalisable ¢ donner allure de Pa(X).
(2) Déterminer les matrices M € Vect{I,, A} vérifiant M? = 2M + 81I,.

Solution :

(1) A est annulée par X? —2X —8 = (X —4)(X +2) polynome scindé a racines simples 4 et —2 : A est diagonalisable
dans R et son polynéme caractéristique est P4(X) = (—1)" (X —4)"" (X +2)"? avec 0 < n1,ne < netni+ng = n.
Bien entendu, A est inversible puisque 0 n’est pas valeur propre.

(2) Soit M = al, + BA € Vect{I,, A}. M? = 2M + 8I,, équivaut a o’I, + 2a8A + A% = (2a + 8)I,, + 23 A soit

BZA* + A(2a8 — 28) + (@® — 20 — 8)I,, = 0

Le polynome $2X? + (208 — 28)X + (a® — 2a — 8) annule A : c’est donc un multiple du polynéme minimal de
A qui est soit X — 4 soit X + 2 soit (X —4)(X + 2).

B8 =0 implique a® — 2a — 8 = 0 soit « = 4 ou a = —2, i.e. M = 41I,, ou —2I,.

B # 0 implique X2 +2X (a—1)/8+ (o —2a —8) /8% = 0; la seule alternative est X2 +2X (a—1)/8+ (a® — 22—
8)/B% = X? —2X — 8. On identifie les coefficients : « — 1 = —f et a® — 2a — 8 = —843%. En injectant § = 1 — «
dans la seconde équation, on trouve o —2a —8 = —8(1 —a)? = —8a” + 16a — 8 soit 9a® — 18a = 9a(a —2) =0
soita=0eta=2puis f=1—a=1ouf =—1. On a donc les solutions 41,,, —2I,, A, 2I,, — A. |

Exercice 14. Soient A € M,(R), si B € GL,(R) N R[A] montrer qu’alors B™* € R[A].

Solution : Avec Cayley-Hamilton, nous avons Pg(B) = B" + bn_1B" '+ .-+ 0B+ Bol, = 0 et comme B est
inversible ag = (—1)" det(B) # 0 ce qui nous permet d’écrire ;—OB (B" ' 4+ bp_1B" %+ -+ b1ly) = I, : la matrice
B est donc inversible et B™" = =L . (B""" + b, 1B" >+ ---+ b1],) € R[B], or, B € R[A] donc B~ € R[B] C R[A].

ao

CQFD . n
Exercice 15. Soient A, B € M»(Z) vérifiant AB = BA et det(B) = 1. Montrer que det(A®*+ B*) = 1 implique A*> = Oo.

Solution : | |

Exercice 16. Soit A € M3(R) vérifiant A* = A%. §i 1 et —1 sont valeurs propres de A, montrer que A est diagonalisable.



Solution : Le polynéme X* — X? = X?(X —1)(X + 1) est annulé par A, le spectre de A est donc inclus dans {—1,0,1}
et vu les hypothéses nous avons donc deux alternatives :

e spec(A) = {—=1,0,1} et Pa(X) = —X(X 4+ 1)(X — 1) est scindé a racines simples : A est diagonalisable.

e 0 n’est pas valeur propre de A : dans ce cas A € GL3(R) et alors A = A> — A? = I,. A, annulée par un
polynome scindé & racines simples est encore diagonalisable (ce dernier cas correspond au cas spec(A4) = {—1,1} et donc
Pa(X)= (X —1)*(X +1) ou (X — 1)(X + 1)~ [ |

Exercice 17. Soit A € GLs(R) vérifiant A> — 3A% +2A = 0 et trace(A) = 8. Quel est le polyndme caractéristique de
A ? montrer que A est diagonalisable.

Solution : A est annulée par le polynome P(X) = X® —3X? +2X = X(X — 1)(X —2), P est scindé a racines simples
réelles : A est diagonalisable dans Ms(R) et son spectre inclus dans {0,1,2}. Comme A € GLg(R) le spectre de A est
en fait inclus dans {1,2}. Le polynome caractéristique de A est donc de la forme Py (X) = (X — 1)"' (X — 2)"2 avec
n1 + n2 = 6. Enfin trace(4) = 8 implique ni + 2n2 = 8. On résoud le systéme 2 X 2 et on trouve n1 = 4 et no = 2 i.e.
Pa(X) = (X —1)*"(X —2)2 [ |

Exercice 18. Soit A € M, (R) vérifiant A* + A> +2A% + A+ I, = 0. Montrer que n est pair, que A est diagonalisable
et que trace(A) € —N.

Solution : A est annulée par le polynome P(X) = X* + X® +2X? 4+ X +1= (X2 + X + 1)(X2+1) = (X — ) (X +
i)(X —7)(X —7), P est scindé a racines simples : A est diagonalisable dans M,, (C) et son spectre inclus dans {#i, j, 52 }.
A étant réelles, les multiplicités de i et —i (si i est valeur propre) et de j et 52 (si j est valeur propre) sont égales, donc
le polynoéme caractéristique de A est de la forme Pa(X) = (—1)"(X — )*(X +1)*(X — j)#(X — %) ou a, 8 € N avec
2+ 28 = n. Donc n est déja pair. Maintenant la trace de A vaut 3(j + j%) = -3 € —N. |

Exercice 19. Résoudre dans M, (R) I’équation A® = A et trace(A) = n.

Solution : A est annulée par X° — X* = X3(X? — 1) son spectre est donc dans {0,1,i, —i}. A est a coefficients réels,
donc si i est valeur propre de multiplicité n;, —i sera aussi valeur propre de A avec la méme multiplicité. On aura donc
no+mni+ni+n_; =no+n+2n; =n (avec ny = 0si A € {0,1,4, —i} n’est pas valeur propre de A). Mais on a aussi
trace(A) = n = n1 + nire(t) = ny soit ng + 2n; = 0 puis ng = n; = 0 soit spectre(A) = {1}. A est donc inversible
et A5 — A% = 0 se réduit & A? — I, = 0 polynome annulateur scindé a racines simples : A est diagonalisable, I'unique
solution est A = I,,. | |

Exercice 20. Soit A € M2(Z). On suppose qu’il existe un entier N € N tel que AN = I,. Montrer que A2 = I.

Solution : A est annulée par P(X) = XN — 1 scindé a racines simples, elle est donc diagonalisable sur C. Ses deux
valeurs propres A1, A2 sont racines de P donc des racines N-iémes de I'unité. Enfin, A étant & coefficients réels, si elle
admet une valeur propre non réelle : les deux seront conjuguées (A; = A2)

~~  Si les valeurs propres sont réelles A1, Ao € {—1,+1} et A étant diagonalisable A% = I5.

~» Sinon, elles sont conjuguées, mais A étant a coefficients dans Z implique A1 + A2 = 2re(A\1) € Z = 2re(\1) €
{-2,-1,0,1,2}.

On en déduit facilement que \; est racine seconde, troisiéme ou quatriéme de 'unité, dans tous les cas A'? = I. |

(il Remarque : En résumé, ordre d’une matrice A € GL,(Z) appartient a {1,2, 3,4, 6, +00} et ces valeurs sont atteintes.
Par exemple l'ordre des matrices ci-dessous

1 0 0 1 0 -1 0 -1 0 -1 11
0 1)’\1 0)’\1 —1)’\1 0 )/)’\1 1)/)’\0 1
est respectivement 1,2,3,4,6 et 4oco.

Exercice 21. Soient A, B € M,(R) telles que AB = BA et B" = 0. Montrer que det(A + B) = det(A) (distinguer
successivement les cas A = I, A est inversible puis quelconque).

Solution : On procéde par étapes :

e Si A = I, c’est facile car B étant nilpotente, il existe P € GL,(R) telle que P"'BP = T oit T est triangulaire
diagonale principale nulle; alors det(A + B) = det(I, + T") = det(I,).

e Si A € GL,(R) alors comme A et B commutent on a aussi A™'B = AT'ABA™" = BA™!; on en déduit aussitot que
BA™! est nilpotente comme B. De 13, avec le premier cas : det(A + B) = det(A) det(I,, + A™'B) = det(A).

e Il nous reste a étudier le cas ou A n’est pas inversible : comme A et B commutent et B" = 0 on peut écrire

det (A + B)™) = det (zn: (:) A"’“B’“) = det <nzl <Z> A"kBk> = det(A) det (E <Z> A"’“Bk> =0
k=0

k=0 k=0
qui implique det(A + B) = 0 = det(A). CQFD. |

Exercice 22. Soit A € M3(R) telle que A> = A* et spec(A) D {£1}. Montrer que A est diagonalisable dans Ms(R).



Solution : Le polynéome X* — X? = X?(X 4 1)(X — 1) est annulateur de A donc le spectre de A est dans {0,41}.
Deux cas sont alors a envisager :

e 0 n’est pas valeur propre de A alors A est inversible et Péquation A? = A* se réduit & A% = I3. A est donc annulé par
le polynome scindé a racines simples X2 — 1 : elle est diagonalisable.

e 0 est valeur propre de A. Alors vu I'hypotheése : spec(A) = {0,1,—1}, A admet trois valeurs propres distinctes : elle
est diagonalisable. |
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