I.N.P. Mars 2011
@ Systémes et Déterminants — Examen Final. @

Jeudi 10 Mars 2011, Examen final, durée 1 heure 30,
pas de documents, calculatrices, téléphones.
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Exercice 1. Déterminer les (x,y, z) € (R%)? solutions de { 2°y= =e
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résolution d’un véritable systeme linéaire par une tranformation convenable.

en se ramenant a la

Exercice 2. Pour a,b € R on pose A., =
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(1) Calculer (sous forme factorisée) le déterminant de Agp.
(2) Etudier, suivant les valeurs des paramétres a et b, le rang de Agp.

(3) Sans faire calculs, pour quelles valeurs du paramétre réel « € R sommes nous assurés
que le systéme linéaire

ar+y+z+t =w

r+ay+z+t =uz

r+y+az+t =us

rTH+y+z+at =us

(Ha)

admet des solutions pour tout (uq,us, us,uy) € R* 2

(4) Pour les valeurs des « trouvées dans la question précédente, donner la solution du systéme
(L) a Uaide de déterminants que 'on ne calculera pas.

z+y+z+t =wu
rTH+y+z+t =u
r+y+z+t =u3
r+y+z+t =us

(5) Discuter de 'allure de l’ensemble des solutions du systéeme (&) :

(6) Résoudre le systeme () lorsqu’il admet des solutions.

Exercice 3.
(1) Soit z = a+1ib € C. Montrer que 27z = |z|?.

(2) Calculer le déterminant de la matrice M. := ou z € C.
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(3) Discuter du rang de M, suivant les valeurs de z € C.

(4) Représenter graphiquement l'ensemble € des z € C tels que M, ne soit pas de rang
mazximal et préciser Uaire du domaine borné contenant l'origine et délimité par € .

@ Fin de I’épreuve @
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I.N.P. Mars 2011
@%@ Corrigé de ’examen final. @@

Corrigé de P’exercice 1 : z,y et z étant strictement positifs, on prend le log et le systéme non linéaire se transforme
en le systéme linéaire

log(z) — log(y) + log(2) =0 u—v+w =0
2log(x) +log(y) +log(z) =1 <= 2ut+v4+w =1
2log(x) — log(y) + 2log(z) =2 2u—v+2w =2

avec le changement de variable u = log(z),v = log(y) et v = log(z). C’est un systéme de Cramer dont on trouve

facilement 'unique solution (u,v,w) = (—3,2,5). Il ne reste plus qu’a prendre 'exponentielle, on tombe alors sur les

solutions du systéme initial qui admet finalement Punique solution (x,y, z) = (73, €2, €?).

Corrigé de ’exercice 3 :

(1) Nous avons

b a a a 1 1 1 1
a b a a a b a a
det(Aap) = | 0 b gl s, BT oy
a a a b a a a b
1 0 0 0
_ a b—a 0 0 | _ 8
CiC;—C1,2<i<4 (3a +) a 0 b—a o |~ (3a+b)(b—a)”.
a 0 0 b—a

(2) La matrice sera de rang maximal, c’est & dire 4 si le vecteur (a, b) se trouve en dehors des deux droites d’équation

a=>bet b= —3a. Si (a,b) se trouve sur la droite d’équation b = a alors les quatre colonnes de M, sont les
meémes et, ou bien a = b = 0 et son rang est nul, ou bien M, ; est de rang 1. Enfin, si (a,b) se trouve sur la
droite d’équation b = —3a et si a # 0 alors
—3a a a a
a —3a a a
Ma,73a =
a —3a a
a a a —3a

Comme la somme des quatre colonnes C1 + C2 + C3 + C4 est nulle C1 = —Cy — C3 — C4 et M,, 34 est donc de
rang 3 car il est trés facile de vérifier que les colonnes Cs, C'3, C4 sont libres.

(3) La matrice associée au systéme (%) est M o et comme le systéme doit admettre des solutions pour tout
(u1, u2,us, us) € R* la matrice associée doit étre surjective ; soit, vu ce qui précéde a € R\ {—3,1}.

(4) Pour a € R\ {—3,1} nous avons un systéme de Cramer dont les coordonnées de 'unique solution sont données
par les formules de Cramer :

u 1 1 1 a w 1 1 a 1 u 1 a 1 1 w
u o 1 1 1 w 1 1 1 a wuwe 1 1 o 1 wus
us 1 o 1 1 us o 1 1 1 ws 1 1 1 o wus
us 1 1 « 1 w 1 « 1 1 w « 1 1 1 w4
T Braa—Y T B -1 Brae-1? T Brafa-1p

(5) Le rang de la matrice du systéme est 1, il y aura donc des solutions si et seulement si le second membre est dans
I'image de M1 i.e. appartient a la droite d’équation u1 = u2 = uz = u4. Dans ce cas, I'ensemble des solutions
sera de la forme {Xo} + ker(M;,1) soit un sous-espace affine de dimension trois.

(6) C’est classique, vu ce qui précéde il y aura des solutions si et seulement si u1 = u2 = uz = ua = u et dans ce
cas S = {Xo} + ker(Mi,1). Xo = (u,0,0,0) est solution particuliére et comme le noyau est clairement engendré
par les vecteurs e; = (1,0,0,—1),e2 = (1,—1,0,0) et e3 = (1,0,—1,0) donc S = {(u,0,0,0)} + vect{e1, e2, e3}.



Corrigé de ’exercice 3 :
(1) Nous avons (en écrivant 2%z = |z|?) :

1 2 3 1 1 3

! 2 1 1 2
1 10—z)* 2 3 B 1 10—z 2 3 B 2 9
2 3 1 5 L1 2 3 1 5 = - +lz=2] )); 10 3|Z| f
2 3 1 1—]z—2) 0 0 0 —4—1]z—-2%
1 1 2 )
= —(@+]z=2P)0 9—[2* O =—(4+]z—2)(9— |2 =34+ [z —2P)(9— |2
Lo+ Lo—1L1 9 3 1 2 1

(2) Par ce qui précéde det(M;) = 0 si et seulement si |z| = 3. Il s’agit du cercle C(0,3) (voir la figure ci-dessous)
on vérifie sans peine que la matrice est alors de rang 3 sur ce cercle.

(3) Le domaine en question est le disque D(0,3) (en jaune sur la figure) et son aire est trivialement 9.

0,0) (2,0) 3
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