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Y j Y Fonctions d'une Variable Réelle � Feuille d'Exercices 4. Y j Y

Devoir 4 (à rendre lundi 18 octobre matin).

Exercice 1. Soit f ∈ C 0([a, b],R+), si f n'est pas identiquement nulle, montrer qu'il existe δ > 0, η > 0 et
c ∈]a, b[ tels que f(x) > δ pour tout x ∈]c − η, c + η[. Montrer que tout ceci tombre en défaut si f n'est pas

continue. En déduire que
∫ b

a
f(t)dt = 0.

Exercice 2. Soit f ∈ C 0(R,R) véri�ant pour tout x, y ∈ R : |f(x)−f(y)| ≥ |x−y|. Montrer que f est injective
puis que f est surjective.

Exercice 3. Soit f ∈ C 0(R,R) véri�ant pour tout x ∈ R : f(x2) = f(x). Montrer que f est constante.

Exercice 4. Déterminer toutes les applications f ∈ C 0(R,R) véri�ant f(x)2 = 1, x ∈ R.

Exercice 5. Soit f ∈ C 0([a, b],R). Montrer qu'étant donnés x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b] il existe x0 ∈ [a, b] tel que

f(x0) =
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.

Exercice 6. Soit f ∈ C 0(R,R), si f est périodique de période T > 0, montrer qu'il existe x0 ∈ R tel que
f(x0 + T/2) = f(x0).

Exercice 7. • Montrer que l'équation x7 − 3x2 + 4x − 1 = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle
]− 1, 1[ ; même question pour x29 + 14x17 − 7x5 + 2 = 0.
• Montrer que tout polynôme à coe�cients réels et de degré impair admet au moins une racine réelle.

Exercice 8. Soit f : [0, 1]→ [0, 1] une fonction continue. En considérant la fonction g(x) = f(x)−x, montrer
qu'il existe x0 ∈ [0, 1] tel que f(x0) = x0. Illustrez graphiquement ce résultat.

Exercice 9. Soit f : R→ R continue et injective ; montrer que f est soit strictement croissante soit strictement
décroissante. En déduire qu'il n'existe pas de fonction f ∈ C 0(R,R) véri�ant (f ◦ f)(x) = −x, ∀x ∈ R.

Exercice 10. On cherche toutes les fonctions f ∈ C 0(R,R) véri�ant (f ◦ f)(x) = f(x), ∀x ∈ R. Pour cela on
pose E := {x ∈ R : f(x) = x} ; montrer successivement que E est non vide puis égal à f(R). En déduire une
méthode pour construire des solutions de l'équation fonctionnelle.

Exercice 11. Déterminer toutes les fonctions f ∈ C 0(R,R) véri�ant (f ◦ f ◦ f)(x) = x, ∀x ∈ R.

Exercice 12. Montrer que toute bijection f : R→ R+ possède une in�nité de points de discontinuité.

Exercice 13. On se propose de déterminer toutes les fonctions f : R → R continues et véri�ant l'équation
fonctionnelle de Cauchy : (E ) f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R.

0) Montrer que (E ) admet des solutions.
Soit f une solution de (E )
1) Montrer que f est impaire.
2) Montrer que f(nx) = nf(x), ∀x ∈ Z.
4) Montrer que f(rx) = rf(x), ∀x ∈ Q.
3) Montrer qu'il existe a ∈ R tel que f(x) = ax, ∀x ∈ R (vous pouvez utiliser le fait que tout réel est limite

d'une suite de rationnels).
i Pour la culture (E ) admet aussi des solutions discontinues... mais c'est une autre histoire...

Exercice 14. • Etudier la continuité la continuité uniforme sur l'intervalle ]0, 1] des fonctions suivantes :

f(x) = log(x), f(x) = cotan(x), f(x) = ex cos(1/x).

• Etudier la continuité la continuité uniforme sur l'intervalle [0,+∞[ des fonctions suivantes :

f(x) =
√
x, f(x) = ex, f(x) = x sin(x), f(x) = sin2(x), f(x) = sin(x2), f(x) = sin(

√
x).

1



2

Exercice 15. Soit f ∈ C 0(R) admettant une limite �nie en +∞ et −∞. Montrer que f est bornée. Atteint-elle
nécessairement ses bornes ? Si de plus limx→+∞ f(x) = 0 = limx→−∞ f(x) montrer que f atteint au moins une
de ses bornes.

Exercice 16. Soit f ∈ C 0(R) admettant une limite �nie en +∞ et −∞. Montrer que f est uniformément
continue sur R.

Exercice 17. Etudier la continuité la continuité uniforme sur R de la fonction f(x) = arctan(x) et de f(x) =
x sin(1/x) sur [0,+∞[.

Exercice 18. Soit f ∈ C 0(R,R), si f est périodique montrer que f est uniformément continue, bornée et atteint
ses bornes ; montrer aussi que pour tout a ∈ R, il existe xa ∈ R tel que f(xa + a) = f(a).

Exercice 19. Montrer que la fonction f(x) = cos(x2) n'est pas uniformément continue, en déduire qu'elle ne
peut être périodique (voir aussi l'exercice 5 de la feuille 1).

Exercice 20. Soit f, g deux fonctions uniformément continues sur [a, b] (resp. [a,+∞[). Cela implique-t-il la
continuité uniforme sur [a, b] (resp. [a,+∞[) des fonctions f + g, fg, x 7→ f(x) sin(x) ?

Exercice 21. Soient f, g ∈ C 0(R,R) ; si f est bornée montrer que f ◦ g et g ◦ f sont bornées.

Exercice 22. Montrer que f(x) = x + x2 + 2x3 est une bijection de R dans R. Déterminer un réel α > 0 tel
que |f−1(y)| ≤ α|y|, ∀ y ∈ R.

Exercice 23. Montrer qu'il n'existe pas de fonction f ∈ C 0(R,R) prenant exactement deux fois chaque valeurs.

Exercice 24. Etudier la continuité et donner le graphe de la fonction dé�nie pour x ∈ R par :

f(x) = lim
n→+∞

nx − n−x

nx + n−x
.

Est-elle uniformément continue sur R ? sur R+ ? R?
+ ?

Exercice 25. Etudier la continuité la continuité uniforme sur l'intervalle ]0, 1] des fonctions suivantes :

f(x) = e1/x, f(x) = cos(x) cos(π/x).
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