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MASTER MEI

EXAMEN PARTIEL D’ ANALYSE : DUREE 2 H

Exercice 1.

Soient (£, 7, ;1) un espace mesuré et f : £ — [0, +oco] une fonction mesurable positive. Pour tout
AeT,onposev(A) = [, fdu= [, fxadp.
1. Soient Ay,---, A, € 7 une famille finie d’éléments de 7 disjoints deux a deux. Montrer que

V(UZ:1 Ak) = 2 pe1 V(AR).

2. Soit (A,,)nen- une suite d’éléments de 7 disjoints deux a deux. Montrer que V( ;f{ Ak) =
>SS v(Ag).

Exercice 2.

Soient (E, 7, i) un espace mesuré et soient f,,, n € N, f des fonctions intégrables telles que

i [ 14, fldn =0

n—-+o0o

Pour tout @ > 0, on pose
Sn(a) ={lfo = [l Z a} ={z € E: [fu(x) = f(2)] = a}.
1. Montrer que (S, (a)) < a™' [, |fo — f|dp.

2. En déduire lim,,_, 1o 1£(Sy(a)).

Exercice 3.
e~z (1+t?)
On considere la fonction f : [0, 1]x]0, +oo[ définie par f(t,x) = Tz
1
v > 0, hz) = / F(t,2) dt.
0

1. Justifier I'existence de h(x) et montrer que h est C! sur tout intervalle de la forme |0, a| avec
a > 0.

et on pose, pour tout

2. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que h = ¢ — g2 ou g(z) = / e " dt.
0

+oo
3. Montrer que lim,_, 1, h(z) = 0. En déduire la valeur de / e~ dt.
0

T.S.V.P.



Exercice 4.

Soit f : R — R une fonction continue bornée telle que f(0) # 0.

400 —nt
. . t)e
1. Justifier I’existence de a,, = L dt.
0 \/E
2. En utilisant un changement de variable et le Théoreme de convergence dominée, trouver un
équivalent de a,,.



