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Exercice 1.
Soient (E, T , µ) un espace mesuré et f : E → [0,+∞] une fonction mesurable positive. Pour tout
A ∈ T , on pose ν(A) =

∫
A
f dµ =

∫
E
fχA dµ.

1. Soient A1, · · · , An ∈ T une famille finie d’éléments de T disjoints deux à deux. Montrer que
ν
(⋃n

k=1Ak

)
=
∑n

k=1 ν(Ak).

2. Soit (An)n∈N∗ une suite d’éléments de T disjoints deux à deux. Montrer que ν
(⋃+∞

k=1Ak

)
=∑+∞

k=1 ν(Ak).

Exercice 2.
Soient (E, T , µ) un espace mesuré et soient fn, n ∈ N, f des fonctions intégrables telles que

lim
n→+∞

∫
E

|fn − f | dµ = 0.

Pour tout a > 0, on pose

Sn(a) = {|fn − f | ≥ a} = {x ∈ E : |fn(x)− f(x)| ≥ a}.

1. Montrer que µ(Sn(a)) ≤ a−1
∫

E
|fn − f | dµ.

2. En déduire limn→+∞ µ(Sn(a)).

Exercice 3.

On considère la fonction f : [0, 1]×]0,+∞[ définie par f(t, x) =
e−x2(1+t2)

1 + t2
et on pose, pour tout

x > 0, h(x) =

∫ 1

0

f(t, x) dt.

1. Justifier l’existence de h(x) et montrer que h est C1 sur tout intervalle de la forme ]0, a[ avec
a > 0.

2. Montrer qu’il existe c ∈ R tel que h = c− g2 où g(x) =

∫ x

0

e−t2 dt.

3. Montrer que limx→+∞ h(x) = 0. En déduire la valeur de
∫ +∞

0

e−t2 dt.

T.S.V.P.



Exercice 4.

Soit f : R→ R une fonction continue bornée telle que f(0) 6= 0.

1. Justifier l’existence de an =

∫ +∞

0

f(t)e−nt

√
t

dt.

2. En utilisant un changement de variable et le Théorème de convergence dominée, trouver un
équivalent de an.


