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Exercice 1. (quelques calculs).

(1) (convolution de densités gaussiennes). Pourm ∈ R, σ > 0 on pose gm,σ(x) = 1
σ
√
2π

exp(− (xm)2

2σ2 )dx.

Soient m1,m2 ∈ R, σ1, σ2 > 0, montrer que le produit de convolution gm1,σ1 ? gm2,σ2

est bien dé�ni, que gm1,σ1 ? gm2,σ2 ∈ Lp(R) pour tout p ∈ [1,+∞]. En�n montrer que
gm1,σ1 ? gm2,σ2 = g

m1+m2,
√
σ2
1+σ

2
2
. Interprétation probabilistique ?

(2) Pour α, β ∈ R, existe-t-il un résultat du cours assurant l'existence du produit de convo-
lution (1R+(x)eαx) ? (1R+(x)eβx) ; justi�er son existence et le calculer.

Exercice 2. Soit fx(t) := tx−1e−t. Montrer que pour tout x > 0 la fonctionfx est intégrable sur
R?

+. On dé�nit alors la fonction Gamma par

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt =

∫ ∞
0

fx(t)dt, ∀x ∈ R?
+.

(1) Montrer que fx ∈ C∞(R?
+) et, pour tout k ∈ N : Γ(k)(x) =

∫∞
0

(
log(t)

)k
tx−1e−tdt.

(2) Soient α > 0, β > 0. Montrer que fα ? fβ est bien dé�nie et fα ? fβ ∈ L1(R+).

(3) En calculant l'intégrale de fα ? fβ montrer que

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
=

∫ 1

0

(1− t)α−1tβ−1dt =

∫ ∞
0

uα−1

(1 + u)α+β
du.

Exercice 3. (1) Montrer que l'espace Cc(R) des fonctions continues sur R á support com-
pact est stable par convolution.

(2) On se propose de démontrer maintenant que l'espace C 0(R) ∩ L1(R) n'est pas stable
par convolution. Pour cela on pose f(x) =

∑
n∈Z n

2 max{0 , 1 − n4|x − n|}. Montrer
successivement que f ∈ C 0(R) ∩ L1(R) que f ? f ∈ L1(R) mais que (f ? f)(k) n'est pas
dé�ni pour tout k ∈ Z.

Exercice 4. En utilisant la convolution par 1[0,1] montrer qu'il n'existe pas d'élément neutre
pour la convolution dans L1(R). (i.e. il n'existe pas de fonction f ∈ L1(R) véri�ant pour tout
g ∈ L1(R) : f ? g = g presque partout. (L1(R), ?) est donc une algèbre de Banach non unitaire.

Exercice 5. Soit A ∈ B(R) de mesure de Lebesgue �nie et non nulle. Montrer en utilisant la
fonction 1−A ? 1A que A−A := {x− y, x, y ∈ A} contient un voisinage de l'origine (en fait il
arrive même que A−A contienne un voisinage de l'origine lorsque A est de mesure nulle : par
exemple A− A = [−1, 1] si A = K3 l'ensemble triadique de Cantor).

Exercice 6. Soient f, g ∈ C 1(R)∩L∞(R) telles que f ′, g′ ∈ L∞(R) ; si f et g′ sont dans L1(R),
montrer que f ? g est bien dé�nie et f ? g ∈ C 2(R).
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Exercice 7. (le théorème de Weierstarss). Pour n ∈ N? on pose

an =

∫ 1

−1
(1− t2)ndt, pn(t) =

(1− t2)n

an
1[−1,1](x).

(1) Si f ∈ C 0(R) est nulle en dehors de [−1/2, 1/2], montrer que f ?pn est un polynôme sur
[−1/2, 1/2].

(2) En déduire le théorème de Weierstrass.

Exercice 8. Pour 1 ≤ p <∞ et g ∈ Lp(Rd) on considère l'opérateur Tg : L1(Rd) 7→ Tg(f) =
f ? g et pour g ∈ L1(Rd) l'opérateur Ug : Lp(Rd) 7→ Tg(f) = f ? g

(1) Montrer que Tg ∈ L (L1(Rd), Lp(Rd))′ et est de norme ≤ ‖g‖p.
(2) A l'aide d'une suite régularisante (ρn)n ⊂ L1(Rd) montrer que |||Tg|||L (L1(Rd),Lp(Rd))′ =
‖g‖p.

(3) Montrer que Ug ∈ L (Lp(Rd), L1(Rd))′ et est de norme ≤ ‖g‖1.
(4) On pose pour n ∈ N? : gn(x) = n−d‖g‖−11 h(nx) ; montrer que f ?gn converge vers f dans

Lp(Rd). En déduire la norme de Ug.
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