Université Paul Sabatier, 19 octobre 2010 Master MEI
@%@ MEIS7TM2 — Feuille d’exercices 7. @%@

Dans tout ce qui suit et sauf mention contraire, {2 désigne un ouvert (ou méme une partie
de mesure strictement positive) de R? et LP(Q) désigne I’espace des fonctions mesurables sur
Q telles que |f|P soit intégrable sur Q pour la mesure de Lebesgue.

Exercice 1. Soit 1 < p < 400. On dira qu’'une suite (f,), C LP(2) converge faiblement vers
feLr() si
1 1

JLIEO g fu(z)g(x)dA(x) :/Q f(z)g(x)d\(x), Vge L) ou ]—)+ p = 1.

(1) Montrer que la convergence usuelle (i.e. dans LP(QY)) implique la convergence faible.

(2) La réciproque est fausse. Vérifiez le dans L*([0,27]) avec la suite de terme général
fn(z) = sin(nx).

(3) Dans L*(Q) on considére une suite (f,)n faiblement convergente vers f € L*(Q) et telle
que lim,, || full2 = || f|l2. Montrer que (f,), converge vers f dans L*(Q).

Exercice 2. Soient 1 < p,q < 400 avec p # q et une suite (f,), € LP(2) N LY(Q). On suppose

que lim,, f,, = 0 dans LP(Q) ; si (fn)n est de Cauchy dans LI(2) montrer quelle converge aussi
vers 0 dans LI(S).

Exercice 3. Soient 1 <p,q < +oo , f € LP(Q),g € LI(Q) et r > 0 tel que + = %%—%. Montrer
la forme généralisée de linégalité de Holder vue en cours : fg € L"(Q2) et || fall- < I fllp-1l9llq-

Exercice 4. Soit Q un ouvert de R? tel qu’il existe f : € — R mesurable et telle que f et
1/f appartiennent o L'(Q). Montrer que \(2) < oo.

Exercice 5. Soit E C RY une partie mesurable de masse finie : \(E) < oo et soient 1 < p <
q < 0o. Montrer que L(E) C LP(E) et plus précisément

Ifll, < AE) 3| fll,, ¥ f € LYE).

En déduire que l'injection canonique LY(E) — LP(E) est aussi continue.

Exercice 6. (I’inégalité de Hardy). Pour 1 <p < 4oo, f € LP(R%) et x € R% on pose :

T(f)(z) = i/o ft)dt,  Vfe€ weRL.

(1) On suppose dans cette question de f est en outre positive et continue & support compact
(i.e. nulle en dehors d’une intervalle compact |a,b] C RY.

(a) Montrer que f € LP(R%).

(b) Montrer que / T(f)P(x)dx = Ll/ f(@)T(f)P~Yx)dx (indic : on pourra
0 pP—1Jo
montrer que T f est dérivable sur R} et penser a une intégration par parties....... ).
Lo p
(©) B déduire que [T(f)ll <~ 11l

1



(2) En utilisant la densité dans LP(R?%) des fonctions continues & support compact (ce sera
démontré dans le prochain chapitre...) montrer l'inégalité de Hardy :

1Tl < SE5 0l ¥ f € LR

(3) En déduire que T € LP(R%) et a laide des fonctions fn(x) = 27V/P1p ,1(x) montrer que
la norme de T vaut p/p—1 (vous pourrez utiliser l'inégalité (1—y)? > 1—yp, y € [0, 1]...).

Exercice 7. Pour p>1, f € LP(Ry) et © > 0 on pose F(z) = / f(t)dt.
0

(1) Montrer que F est bien définie et que si q est exposant conjugué de p alors
L Sup,eg |F(z 4 h) — F(x)]
h—0 |h|1/q

(2) En déduire que si g € €' (Ry) N LY(Ry) est telle que f' € LP(RY) pour un certain p > 1
alors lim , g(x) = 0.

=0.
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