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Exercice 1. Soit la suite de fonctions

3
nzx

fn LT € [0, 1] —> fn(l‘) = m

1) Tracer rapidement le graphe de la fonction f,.

2) Montrer que f,, converge simplement, mais pas uniformément (sur [0, 1]) vers la fonction iden-
tiquement nulle.

3) Exhiber une fonction g, intégrable sur [0, 1], dominant les f,,, de maniére a pouvoir appliquer le
théoreme de convergence dominée. En déduire que

U psz
———=dx — 0 lorsque n — +0oc.
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Exercice 2. Soient (E, 7, ;1) un espace mesuré et f une application intégrable sur F.

1) A I’aide du théoreme de convergence dominée, établir que

lim i = [ 1fldu

ntee Ji/n<| fl<ny

2) En déduire que, pour tout € > 0, il existe A € 7 tel que

w(A) < o0, sup|f(z)] < +oo et |fldu < e.
z€A Ac

Exercice 3. Absolue continuité de ’intégrale (autre preuve). Soit f : (E,7,u) — Ry U {400}
positive intégrable. Montrer que [ 1 J dp tend vers 0 quand yi(A) tend vers 0, i.e. :

Ve >0, 36 > 0 tel que : (AET,M(A)gd)i(/fduge).
A

(Indication: introduire A, := AN {[f| > n} et montrer que [, fdu — lorsque n — +00.)

Exercice 4. Montrer que

/ cos(t) dt — In(2) lorsque x — 0.
0 /sin’(t) + 22 cos2(t)



Exercice 5. Montrer que la fonction suivante est définie et continue sur R:

F(z) = Z(—nnﬂ‘mi#‘”).

Exercice 6. Soit /' définie pour tout z € R par

ol — t
F(z) = /0 %@)et dt.

Montrer que, pour tout M > 0, F est dérivable sur | — M, M|. Que peut-on en déduire ?
Exercice 7. Soit F': x € R— f(z) :== [y e e~ cos(xt) dt.

1) Montrer que [ est dérivable sur ]R et exprimer F' () sous la forme d’une intégrale.

2) Montrer que £’ est solution d’une équation différentielle du premier ordre. (Indication: on integrera
par parties la forme trouvée de F' (x) ala question précédente).

3) Résoudre I’équation différentielle en question et en déduire, pour tout x € R, la valeur de F'(x).
(On admettra que [," e~ "dt = \/7/2).
Exercice 8. On considere, pour x € R,

—12(1+t2)

F(z) :z(/oxetzdt)Q et G(x) ::/01617@5.

1) Montrer que I et G sont dérivables sur R, et donner les expressions de F' () et G ().
2) Déduire de ce qui précede que F' + G est constante (a déterminer) sur R.
3) Montrer par des majorations simples que G(x) — 0 quand x — 0.

4) En déduire (ou retrouver) la valeur (bien connue) de +°° et dLt.



