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1. L'exercice

Soit P (x) = x3 − x+ 1.

(1) Montrer que P admet une unique racine réelle que l'on notera α. Véri�er que α < −1.
(2) Montrer que P admet deux autre racines β et γ véri�ant β = γ.

(3) Montrer que |β| < 1.

(4) On pose pour tout n ∈ N : un = αn + βn + γn. Calculer u0, u1 et u2.

(5) Montrer que pour tout n ∈ N : un+3 − un+1 + un = 0.

(6) Montrer que pour tout n ∈ N, un ∈ Z.
(7) Déterminer limn→+∞ |α|n.
(8) Déterminer (si elle existe) limn→+∞ sin(παn).

2. Exercices supplémentaires

Exercice 1. Pour n ≥ 1 on dé�nit an comme le plus petit entier tel que

1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

an
> 1.

(1) Montrer que an est bien dé�ni et que pour tout n ≥ 2 : 2n− 1 < an < 3n− 2.

(2) Montrer que si la suite (an/n)n converge, alors 2 ≤ limn→∞
an
n
≤ 3.

(3) Montrer successivement

1 <
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

an
≤ 1 +

1

an
,

1− 1

n
< log

(an
n

)
≤ 1.

(4) En déduire que lim
n→∞

an
n

= e.

1
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2.1. Le corrigé de l'exercice.

(1) On a P ′(x) = 3x2 − 1, P est donc
(voir le petit dessin ci-contre) croissante
sur ] − ∞,−

√
3/3] puis décroissante sur

[−
√
3/3,
√
3/3] et en�n croissante sur

]
√
3/3,+∞[. Comme P (

√
3/3) = 1 −

2
√
3/9 > 0, P ne s'annule pas sur ] −√
3/3,+∞[. P admet donc une unique

racine α ∈] − ∞,−
√
3/3], et comme

P (−1) = 1 > 0 on aura α < −1.

(2) P (x) = (x− α)Q(x) où Q est de degré 2. Les autres racines de P sont celles de Q donc
au nombre de 2 : α, β ∈ C \ R. Elles sont conjuguées car P est à coe�cients réels, en

e�et P (β) = 0 implique (P est à coe�cients réels) que P (β) = P (β) = 0 et β 6= β donne
γ = β.

(3) On peut exprimer β et γ en fonction de α mais ce n'est pas utile. Observons plutôt
la factorisation qui se déduit des questions précédentes P (x) = x3 − x + 1 = (x −
α)(x− β)(x− γ). En identi�ant les termes constants on obtient αβγ = α|β|2 = −1 soit
|β|2 = −1/α. Comme α < −1 on a bien |β| < 1.

(4) u0 = α0+β0+γ0 = 3. En identi�ant les coe�cients de x et x2 dans P (x) = x3−x+1 =
(x− α)(x− β)(x− γ) on trouve

α + β + γ = 0, αβ + αγ + βγ = −1
donc u1 = 0 et

u2 = α2 + β2 + γ2 = (α + β + γ)2 − 2(αβ + αγ + βγ) = 2.

(5) P (α) = α3 − α+ 1 = 0 implique αn+3 − αn+1 + αn = 0. On a la même égalité avec β et
γ. En les additionnant on obtient un+3 − un+1 + un = 0.

(6) On procède par récurrence sur n ∈ N. C'est vrai pour n = 0, 1 et 2. Supposons le
résultat vrai au rang n ≥ 2. Alors un+1 = un−1 + un−2 ∈ Z, d'où la proprité au rang
n+ 1. Conclusion : pour tout n ∈ N, un ∈ Z.

(7) On a vu dans la première question que |α| > 1, par conséquent limn→+∞ |αn| = +∞.

(8) Comme limn→+∞ |αn| = +∞ l'existence même de la limite limn→+∞ sin(παn) n'est pas
claire. Cependant, comme un ∈ Z

sin(παn) = sin(π(un − βn − γn)) = (−1)un+1 sin(π(βn + γn)).

Mais, d'après (3) : |γn+βn| ≤ |β|n+ |γ|n = 2|β|n et limn |β|n = 0 (car |β| < 1). La suite
(π(βn + γn))n∈N est donc une suite réelle (car γn = β

n
) qui tends vers 0. Par conséquent

limn→+∞ sin(παn) = 0. �
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Corrigé de l'exercice 2 :

(1) Pour n ≥ 2 on a

1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n− 1
<

1

n
+

1

n
+ · · ·+ 1

n
= 1,

et par une facile récurrence on montrer que

1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

3n− 2
< 1.

Donc 2n − 1 < an ≤ 3n − 2 et, si la suite (an/n)n converge ce sera vers une limite l
véri�ant 2 ≤ l ≤ 3.

(2) De la dé�nition de an on a

1 <
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

an
=

1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

an−1
+

1

an
= 1 +

1

an
.

En comparant avec l'intégrale sur [n, an] de 1/t on a aussi

1− 1

n
<

∫ an

n

dt

t
<

1

n
+ · · ·+ 1

an − 1
≤ 1.

On a donc

1− 1

n
< log

(an
n

)
≤ 1,

i.e.

exp

(
1− 1

n

)
<
an
n
< e.

Par encadrement, la suite est bien convergente et lim
n→∞

an
n

= e. �
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Exercice 2. Soient a, b ∈ R?
+ véri�ant

√
b < a < 2

√
b. On considère la suite dé�nie par

récurrence par

x0 ≥ 0, xn+1 =
axn + b

xn + a
, n ∈ N.

Montrer que la suite (xn)n converge et préciser sa limite.

Corrigé de l'exercice : x0 ≥ 0, a > 0, b > 0 assurent que xn > 0 pour tout n ∈ N. Supposons
que (xn)n converge, sa limite l véri�e alors l = al+b

l+a
soit l2 = b puis (l ≥ 0) l =

√
b. Alors

|xn+1 −
√
b| =

∣∣∣∣axn + b

xn + a

∣∣∣∣
=
a−
√
b

xn + a

�

Y 21 avril 2011 Y Lassère Patrice : Institut de Mathématiques de Toulouse, laboratoire E.Picard, UMR CNRS 5580,
Université Paul Sabatier, 118 route de Narbonne, 31062 TOULOUSE.
Page perso. : http ://www.math.univ-toulouse.fr/ lassere/ Mèl :lassere@math.ups-tlse.fr

http://www.math.univ-toulouse.fr/~lassere/
file:lassere@math.ups-tlse.fr

	1. L'exercice
	2. Exercices supplémentaires
	2.1. Le corrigé de l'exercice


