M2 CAPES, 2010/2011
PREPARATION A L’EPREUVE D’EXERCICES
THEME : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PATRICE LASSERE, 21 AVRIL 2011

1. L’EXERCICE

L’objectif de cet exercice est — avec I'unique bagage du lycée — de calculer les dérivées des
fonctions trigonométriques usuelles sin et cos et d’en déduire 'existence et la forme des solutions
de 'équation différentielle a coefficients constants 3" + k%y = 0.

Commencons par définir trigonométriquement les fonctions sin et cos. Pour 6 €] — 7, 7], on
désigne par My 'unique point du cercle unité C'(O, 1) vérifiant

£(0,,0M,) = 6.

My = (x9,yp) étant ainsi défini on pose zg = cos(f), yp = sin(#). On prolonge ensuite ces deux
fonctions sur R par 27-périodicité.

En particulier sin(0) = 0, cos(0) = 1.
(1) (a) Montrer que I'on peut supposer 0 < 6 < /2.

(b) Soit 0 < 6 < 7/2. L’arc de cercle de rayon OC ou C' = (cos(6),0) coupe OMj en
D (voir la figure 2). En observant que l'aire du secteur angulaire(OC'D) < laire du
secteur triangulaire(OCB) < laire du secteur angulaire (OAB), montrer que pour
tout 0 < 0 < /2

sin(6) 1

< .
0 — cos(0)

(c) En déduire que la fonction sinus est dérivable en 6 = 0 et sin’(0) = 1.

cos(f)) —1  sin(0) sin(0)

0 0 1+ cos(0)’

cosinus est dérivable en 6 = 0 et cos’(0) = 0.

cos(f) <

(d) En observant ’égalité en déduire que la fonction

(e) Montrer que la fonction sinus est dérivable sur R avec sin’ = cos. Faire de méme

pour cos.
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(2) (a) Montrer que les fonctions de la forme t — «cos(t) + Ssin(t) (o et B sont deux
constantes réelles) sont solutions de 1’équation différentielle y” + y = 0.
(b) Soit f une solution de I’équation différentielle y”+y = 0. Posons gy (t) := f(t) cos(t)—
f/(t)sin(t), go(t) := f(t)sin(t) + f'(t) cos(t). Montrer que gy = gh = 0.
(c) En déduire ’ensemble des solutions de 'équation différentielle y” + y = 0 puis de
’équation différentielle y” + k*y = 0, (k > 0).
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