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Théorèmes de convergence � Octobre 2010.

Autour de la fonction Gamma : Soit f : (x, t) ∈ R?+ × R?+ 7−→ f(x, t) := tx−1e−t. Montrer que pour
tout x > 0 la fonctionf(x, ·) est intégrable sur R?+. On dé�nit alors la fonction Gamma par

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt, ∀x ∈ R?+.

(1) Montrer que f ∈ C∞(R?+) et, pour tout k ∈ N :Γ(k)(x) =
∫∞

0

(
log(t)

)k
tx−1e−tdt.

(2) Etablir successivement Γ(x+ 1) = xΓ(x), ∀x > 0 ; Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N Γ(x) ∼
0+

1
x .

(3) A l'aide de la formule e−t = limn→∞
(
1− t

n

)n
et de la suite de fonctions de terme général fn(t) =(

1− t
n

)n
χ]0,n](t), n ≥ 1, montrer que Γ′(1) = −γ (γ est la constante d'Euler).

(4) Aprés avoir établi pour x > 0 : Γ′(x+1)
Γ(x+1) = Γ′(x)

Γ(x) + 1
x montrer que Γ′(n+1) = n!

(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n − γ

)
, n ≥

1.

(5) Au moyen du changement de variables s = t−x√
x
, établir pour x > 0 : Γ(x+ 1) =

(
x
e

)x√
x
∫ +∞
−
√
x
eϕ(x,s)ds

où ϕ(x, s) := x log
(

1 + s√
x

)
− s
√
x

(6) Montrer que ∀s ∈]−
√
x, 0] : ϕ(x, s) ≤ − s

2

2 et ∀s ≥ 0, x ≥ 1 : ϕ(x, s) ≤ ϕ(1, s).

(7) En déduire limx→+∞
∫ +∞
−
√
x
eϕ(x,s)ds =

∫ +∞
−∞ e−

s2

2 ds puis la formule de Stirling

Γ(x+ 1) ∼
+∞

(x
e

)x√
2πx.

(8) Montrer que pour tout x > 0 : limn→+∞
∫ n

0

(
1− t

n

)n
tx−1dt = Γ(x), et en déduire la formule de Gauss :

∀x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) = limn→+∞
nxn!

x(x+1)...(x+n) .

(9) Puis celle de Weierstrass : ∀x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) = xeγx limn→+∞
∏n
k=1

(
1 + x

k

)
e−

x
k .

(10) On note ψ : ]0,+∞[→ R, l'application dé�nie pour x > 0 par ψ(x) = Γ′(x)
Γ(x) . Démontrer que pour tout

x > 0 : ψ(x) = − 1
x − γ + x

∑
n≥1

1
x(x+n) , et en déduire que Γ′(1) = −γ =

∫ +∞
0

e−x log(x)dx.

(11) (Le théorème de Bohr-Mollerup) Montrer que log Γ est convexe sur R?+. Réciproquement, soit f : R?+ →
R?+ une application log-convexe véri�ant f(1) = 1 et ∀x > 0, f(x + 1) = xf(x). ; montrer (à l'aide
de la formule de Gauss) que f = Γ
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