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Exercice 1 : Soit A ∈ Mn(N) une matrice à coefficients entiers inversible. On suppose que l’ensemble des
coefficients de toutes les puissance Ar, (r ∈ N

⋆) de A est fini et on se propose de montrer que A est la matrice
d’une permutation (i.e. il existe une permutation π de {1, 2, . . . , n} telles que Aei = eπ(i), 1 ≤ i ≤ n).

0) Montrer que toute matrice de permutation vérifie bien les hypothèses.

1) Montrer qu’il existe r ∈ N
⋆ tel que Ar = In.

2) Montrer qu’il existe une permutation π de {1, 2, . . . , n} telle que
n

∏

i=1

ai,π(i) 6= 0.

3) Notons P la matrice associée à la permutation précédente et écrivons A = P + B. Montrer que B est nulle.

Exercice 2 : Soit A ∈ Mn(Z). Si A est annulée par un polynôme scindé à racines simples de module strictement
inférieur à 1, montrer que A est la matrice nulle.

Exercice 3 : Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1[ :
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