I.N.P. Janvier 2010
@ % @ Fonctions d’une Variable Réelle, Dérivation — Feuille 5. @ %* @

Derniéres semaines : dérivation, révisions.
Exercice 1. Utilisez Taylor-Lagrange pour donner une valeur approchée a 1072 pres de log(1,003).
Exercice 2. Quel est le développement limité a 'ordre 100 a l'origine de f(x) = log (Z k')

Exercice 3. Soit f : [1,3] — R deuz fois dérivable a dérivée seconde f" > 0. Si f(1) =
f(2) =4 quel est le signe de f'(3) ¢

Exercice 4. Montrer que le polynome P, défini par P,( [( —t )n] est un polynome de
degré n dont les racines sont réelles, simples et appartzennent a[—1,1].

Exercice 5. Etant donné a dans 10, 1], montrer que pour tout entier naturel n

> (1) > —

— 2> (n —n .

(Tl + 1)1—a = nl—a
En déduire la limite lim Z —
Exercice 6. Soit n € N* et la fonction f définie sur R par

Hx)—1
explnt Do) =1
flx) = expr — 1
n—+1 st x=0.

Montrer que f admet un développement limité a ['ordre 3 a l'origine et en déduire la valeur des
n

sommes Z k', i=0,1,2,3.
k=0

Exercice 7. Soit f € €*(R); si f et f" sont bornées sur R, montrer que f' est bornée sur
R et que l'on a My < /MyMy ot M; := sup,cp |f@(x)], (i =0,1,2) (il s’agit des premiéres
inégalités de Kolmogorov, indic : appliquer Taylor-Lagrange sur [x — h, x| puis [x,x + h]... ).

1—1)(1 — ¢ log(2
Exercice 8. Montrer que / ( i %)—(tQ)Q )dt = og2( ) en appliquant convenablement la for-
0

mule de Taylor avec reste intégral a f(z) = log(1 + 2?%).

Exercice 9. Déterminer de trois maniéres différentes le développement limité a l'ordre deux
de f(x) = arctan\/x au point x = 2.
f admet-elle un développement limité a [’origine ? si oui, quel est son ordre mazimum ?

Exercice 10. Soit f : R — R définie par f(z) = ze® . Montrer que f admet une application
réciproque définie sur R et déterminer son développement limité a 'ordre 5 a l'origine.
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I.N.P. Janvier 2010
@ % @ Dérivation — Devoir 6. @ % @

A rédiger pour le premier Td de 1l’année 2010.

r+1

~ It exp(l/a)
une asymptote et preciser la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

Exercice 11. Soit f(x) , montrer qu’au voisinage de +00 la courbe de f admet

Exercice 12. Soit f : R — R dérivable a l'origine, si f(0) = 0 déterminer pour k € N la

limaite ] . .
im = (F@) 5 (5) ++ 7 ()

Exercice 13. Soit f : [0,1] — R deux fois continuement dérivable, si f(0) = f(1) = 0
montrer que |f'(z)| < A/2, x € [0,1] ot A = sup;epq) [f()]...)-
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