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Y j Y Fonctions d’une Variable Réelle – Feuille d’Exercices Semaine 6. Y j Y

Exercice 1. • Etudier la continuité la continuité uniforme sur l’intervalle ]0, 1] des fonctions
suivantes :

f(x) = log(x), f(x) = cotan(x), f(x) = ex cos(1/x).

• Etudier la continuité la continuité uniforme sur l’intervalle [0, +∞[ des fonctions suivantes :

f(x) =
√

x, f(x) = ex, f(x) = x sin(x), f(x) = sin2(x), f(x) = sin(x2), f(x) = sin(
√

x).

Exercice 2. Soit f ∈ C 0(R) admettant une limite finie en +∞ et −∞. Montrer que f est
bornée. Atteint-elle nécessairement ses bornes ? Si de plus limx→+∞ f(x) = 0 = limx→−∞ f(x)
montrer que f atteint ses bornes.

Exercice 3. Soit f ∈ C 0(R) admettant une limite finie en +∞ et −∞. Montrer que f est
uniformément continue sur R.

Exercice 4. Etudier la continuité la continuité uniforme sur R de la fonction f(x) = arctan(x)
et de f(x) = x sin(1/x) sur [0, +∞[.

Exercice 5. Soit f ∈ C 0(R, R), si f est périodique montrer que f est uniformément continue,
bornée et atteint ses bornes ; montrer aussi que pour tout a ∈ R, il existe xa ∈ R tel que
f(xa + a) = f(a) (considérer x 7→ f(x + a) − f(a)...).

Exercice 6. Montrer que la fonction f(x) = cos(x2) n’est pas uniformément continue, en
déduire qu’elle ne peut être périodique (voir aussi l’exercice 5 de la feuille 1).

Exercice 7. Soit f ∈ C 0([a, b], R+), si f n’est pas identiquement nulle, montrer qu’il existe
δ > 0, η > 0 et c ∈]a, b[ tels que f(x) > δ pour tout x ∈]c − η, c + η[. Montrer que tout ceci
tombre en défaut si f n’est pas continue.

Exercice 8. Soit f, g deux fonctions uniformément continues sur [a, b] (resp. [a, +∞[). Cela
implique-t-il la continuité uniforme sur [a, b] (resp. [a, +∞[) des fonctions f + g, fg, x 7→
f(x) sin(x) ?

Exercice 9. Soient f, g ∈ C 0(R, R) ; si f est bornée montrer que f ◦ g et g ◦ f sont bornées.

Exercice 10. Montrer que f(x) = x + x2 + 2x3 est une bijection de R dans R. Déterminer un
réel α > 0 tel que |f (−1)(y)| ≤ α|y|, ∀ y ∈ R.
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