I.N.P. Septembre 2009

@ % @ Fonctions d’une Variable Réelle — Feuille d’Exercices Semaine 6. @ %* @

Exercice 1. e Etudier la continuité la continuité uniforme sur Uintervalle |0,1] des fonctions
suwwantes :
f(z) = log(x), f(z) = cotan(x), f(x)=€®cos(1l/z).

o Etudier la continuité la continuité uniforme sur lintervalle [0, 400 des fonctions suivantes :
fl@)=Vz, fl@)=¢, f(@)=asin(), f(z)=sn’(z), f(z)=sin(z?), [(z)=sin(z).

Exercice 2. Soit f € €°(R) admettant une limite finie en +oo et —oo. Montrer que f est
bornée. Atteint-elle nécessairement ses bornes ¢ Si de plus lim,_, o, f(z) = 0 = lim,_._, f(x)
montrer que f atteint ses bornes.

Exercice 3. Soit f € €°(R) admettant une limite finie en +o0o et —oo. Montrer que f est
uniformément continue sur R.

Exercice 4. FEtudier la continuité la continuité uniforme sur R de la fonction f(x) = arctan(x)
et de f(x) = xsin(1/z) sur [0, +ool.

Exercice 5. Soit f € €°(R,R), si [ est périodique montrer que [ est uniformément continue,
bornée et atteint ses bornes; montrer aussi que pour tout a € R, il existe v, € R tel que

f(za +a) = f(a) (considérer x — f(x+a)— f(a)...).

Exercice 6. Montrer que la fonction f(x) = cos(x?) n'est pas uniformément continue, en
déduire qu’elle ne peut étre périodique (voir aussi lexercice 5 de la feuille 1).

Exercice 7. Soit f € €°([a,b],R,), si f n'est pas identiquement nulle, montrer qu’il existe
d>0,n>0etc€lab| tels que f(x) > § pour tout x €]c —n,c+ n[. Montrer que tout ceci
tombre en défaut si f n’est pas continue.

Exercice 8. Soit f,g deuz fonctions uniformément continues sur [a,b] (resp. [a,+o0]). Cela
implique-t-il la continuité uniforme sur [a,b] (resp. [a,+o0[) des fonctions f + g, fg, v —
f(z)sin(z) ?

Exercice 9. Soient f,g € €°(R,R); si f est bornée montrer que fo g et go f sont bornées.

Exercice 10. Montrer que f(x) = x + x® + 22° est une bijection de R dans R. Déterminer un
réel a > 0 tel que |fTV(y)| < aly|, Yy € R.
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