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Exercice 1. a) Montrer que poura >1eta € R : lir+n ¢ +00, (commencer par o = 1...).
r——+oo ¢
. log(z) o
b) Montrer que pour tout o € R : hrf ——~ =0= llI(I)l z%log(z), (o> 0).
r—+oo % z—04

: 1\* . 1\ .
c) Montrer que lim (1 +=) = 1im (14+=) =lim(1+2)"" =e
r—+00 €x r——00 €x z—0
Exercice 2. Déterminer les limites suivantes :
. a®—1 . l4+x)*-1 . . 1z .
i ——, (¢>0), lim-——"—, (a€R), Jim Jm (logz)™*, lim (cos z)
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Exercice 3. Démontrer proprement les propriétés vues en cours : soient f,g : ]a,b[— R et
c €la,b], si f et g sont continues au point ¢ alors :

0) f est bornée sur un voisinage de c.

0’) Si f(c) > 0 alors pour tous 0 < A < f(c) < w il existera un voisinage V de ¢ sur lequel A < f < p.

1) f + g est continue au point c.

2) Mf est continue au poit ¢ pour tout A € R.

3) [ g est continue au point ¢

4) Sig(c) # 0 alors f/g est continue au point c.

5) |f| est continue au point c.

6) Soit J un intervalle contenant f(Ja,b]) et h : J — R une application continue en f(c), alors go f est continue au
point c.

Exercice 4. Déterminer toutes les applications f € €°(R,R) vérifiant f(z)+f(2z) =0, z € R.

Exercice 5. Soit f : R — R une fonction continue au point x = —1 et satisfaisant a
Uéquation fonctionnelle f(2x +1) = f(z), Yo € R. Le but de cet exercice est de montrer que f
est constante.

1) Montrer que f (52) = f(t), Vt € R.
2) Soit t € R, on définit la suite (uy), par @ ug =1, Upr1 = “"2_1 pour n > 1.
a) Montrer que si la suite (uy,), converge vers a alors a = —1.
b) Montrer que la suite (14 uy), est une suite géométrique de raison 1/2. Conclusion ?
c) Montrer par récurrence que f(t) = f(uy,) pour tout entier n, puis que f(t) = f(—1)
et conclure.

Exercice 6. Soit f € €°(R,R) périodique.

a) f est non constante, montrer qu’elle admet une plus petite période strictement positive
(i.e. la borne inférieure de toutes les périodes strictement positives de f est encore strictement
positive et est une période de f) : c’est la période fondamentale de f.

b) Donner l’exemple d’une fonction périodique non constante sans période fondamentale (in-
dic : considérer f(x) = xlg(z)...).
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