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@ % @ Fonctions d’une Variable Réelle — Feuille d’Exercices Semaine 2. @ % @

Exercice 1. Que dire des fonctions f : R — R vérifiant une des conditions ci-dessous ¢

a)Vn>0,Fe>0: [z—2|<n = |f(x) -3 <e.

b) e >0, V>0 : |z—-2|<n = |f(z)—3| <e.

c)Ie>0,In>0 : |z —-2|<n = |f(z)—-3|<e.

d)Ve>0,Vn>0: [x—2|<n = |f(x)—3|<e.

e)dIn>0,Ve>0 : [z—-2|<n = |f(x)—3| <e.

f)IAER, VB>0 : z>B = f(x) > A.

g)VB>0,FJA€R : x >B = f(z) > A

h)VAER, I >0 : <A = |f(x)—1| <e.

)VAER, Ve >0 : s <A = |f(x)—1| <e.

Exercice 2. e Montrer avec «les e et n » que :

x 1 . x . . _
im = -, lim =1, lim /x =0, lim e **" = 0.
r—1lx+1 2 z—+oo ¥ + 1 z—04 z——+00
3 3 n n
. x’—a . " —a
e Pour a € R calculer lim,_,, ———, puis lim,_,, ———, n > N.
xr — x

e Montrer que tout fonction f : R — R périodique et gdmettant une limite finie en +oo est
constante.

e Soit f : R — R croissante et telle que la suite (f(n)), diverge vers +o0o. Montrer que
lim, o, f(x) = 400 ; ce résultat subsiste-t-il si f n’est pas croissante ¢

Exercice 3. On définit pour x € R la fonction sinus de maniére trigonométrique (voir figure)

but de cet exercice est de montrer « proprement » la formule classique lim,_ Smmﬁ = 1.

B = (sin(z), cos(z))

le} A= (1,0)

1) En observant bien la figure, montrer que
x cos*(x) < sin(x) cos(x) < z)
2 - 2 -2
(« rappel » : Uaire d’un secteur angulaire d’angle o et de rayon r est ar®/2). Conclure. En
sin(z)—sin(a) _ cos(a) et la limite analogue avec les cosinus.

r—a

VOo<z<m/2

déduire que pour tout a € R : lim,_,

Exercice 4. Quelques derniéres limites : lim,_ o V2% + 1—x =7 (idem en —c0), lim, g 17CZS(m),

lim, o zE(x™"), lim, o, VZE(z™), imy_o2? (1 +2+3+ -+ E(|z]™)), lim;— 100 H;E(m)

sin(z7!), sixz €R* 0, size@
=) ,g(l‘)—{

fi(z) =z f(x),91(2) =

xg(x). Etudier les limites a l'origine de ces fonctions et esquisser leur graphe...

Exercice 5. Soit f(z) = ‘ 0 ) . 0’
six = ,  Six=
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