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L3 MAPES, ANALYSE, Feuille 4 (fonctions définies par des intégrales).

Exercice 1. Calculer pour a > 1, b > 1 l’intégrale

∫ π

0

log

(

b− cos(t)

a− cos(t)

)

dt. (on pourra commencer par étudier

la fonction u 7→
∫ π

0
log(u − cos(t))dt, montrer qu’elle est dérivable sur ]1,+∞[ pour en déduire une forme

explicite...).

Exercice 2. Soit f ∈ C 0(R,R) une fonction continue nulle en dehors d’un intervalle compact [a, b] et f̃ la

fonction définie par f̃(x) =

∫

R

f(t)eitxdt.

1) Montrer que f̃ ∈ C∞(R,R).

2) Montrer que f̃ est développable en série entière sur R.

3) Montrer que si f̃ est à support compact, alors f ≡ 0.

4) Montrer que si f ∈ C 2(R,R), alors f̃ ∈ L1(R).

Exercice 3. Quels que soient les nombres réels α ≥ 0 et β ≥ 0 on pose B(α, β) =
∫ 1

0
xα(1 − x)βdx.

1) Montrer que B(α, β) = B(β, α),
2) Calculer B(α, 0),
3) Montrer que (α+ 1)B(α, β) = βB(α+ 1, β − 1) lorsque β ≥ 1, puis B(α+ 1, β)(α+ β) = αB(α, β) et en

déduire que B(α+ 1, β + 1)(α+ β)(α+ β + 1) = αβB(α, β),
4) Calculer B(m,n) pour tout m,n ∈ N,

5) Exprimer
∫ π/2

0
cosα(t) sinβ(t)dt lorsque α et β ≥ 1 à l’aide de la fonction B,

6) Préciser ce résultat lorsque α = 2m+ 1 et β = 2n+ 1, m,n ∈ N.

Exercice 4. Soit f ∈ C 0(R+,R+), pour x ∈ R
+ on pose

un(x) =

(
∫ x

0

f(t)ndt

)1/n

, M(x) = sup
t∈[0,x]

|f(t)|.

1) Montrer que 0 ≤ un(x) ≤M(x) · x1/n.
2) Montrer que pour tout x > 0, ε > 0, il existe δ > 0 tel que un(x) ≥ δ1/n(M(x) − ε), n ∈ N

⋆.
3) En déduire que lim

n→∞
un(x) = M(x).

Exercice 5. Notons φ(α) =
∫ π

0
dx

α−cos x où α ∈ R, α > 1.

1) Montrer que φ(α) = π√
α2−1

via le changement de variable t = tan(x/2),

2) Calculer
∫ π

0
dx

(α−cos x)2 (dériver φ(α)),

3) Montrer que
∫ π

0
log

(

b−cos x
a−cos x

)

dx = π log
(

b+
√

b2−1
a+

√
a2−1

)

lorsque a, b > 1 (intégrer φ(α) entre a et b).

Exercice 6. On pose, pour tout 0 < x < 1 et α > 0, g(x, α) = (xα − 1)/ log x.
1) Montrer que limx→0 g(x, α) = 0 et que limx→1 g(x, α) = 1.
2) Montrer que g ainsi définie est continue sur [0, 1]×]0,∞[. On devra montrer que lim(x,α)→(0,α0) g(x, α) = 0

et que lim(x,α)→(1,α0) g(x, α) = α0 pour tout α0 > 0. 3) On pose ψ(α) =
∫ 1

0
g(x, α)dx. Montrer que ψ est continue

pour α > 0.
4) Calculer D2g(x, α) et monter que l’on peut dériver ψ sous le signe d’intégration.
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