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L’objectif de ce problème est l’étude du volume de la boule euclidienne de R
n

BRn(a, r) = {x ∈ R
n : ‖x − a‖2 := (x1 − a1)

2 + · · · + (xn − an)2 ≤ r2}

de centre a ∈ R
n et de rayon r > 0.

Si vous n’arrivez pas à répondre à une question, vous pouvez l’admettre et continuer

le problème.

(1) Montrer, via le changement de variables x = ry+a que vol(BRn(a, r)) = rnvol(BRn(0Rn , 1)) :=
Bn(r).

(2) Calculer B3(r) en utilsant le théorème de Fubini sur R
3 = R × R

2.

(3) Soit n ≥ 2, montrer que

Bn(1) =

∫ 1

−1

(
∫

Dn−1(x1)

dx2 . . . dxn

)

dx1 = 2Bn−1(1)

∫ π/2

0

sinn(t)dt,

où Dn−1(x1) est un domaine que l’on précisera.

(4) On pose pour n ∈ N : In =

∫ π/2

0

sinn(t)dt.

(a) Donner une relation de récurrence d’ordre 2 satisfaite par In.

(b) En déduire que (n + 1)InIn+1 = nInIn−1 et montrer que InIn+1 =
π

2(n + 1)
.

(c) En déduire que pour n > 2 : Bn(1) =
2πBn−2(1)

n
.

(5) Déduire de ce qui précède que pour p > 0

B2p(1) =
πp

p!
, B2p+1(1) =

2p+1πp

3 · 5 · 7 . . . (2p + 1)
.

(6) On rappelle que Bn(1) = 2Bn−1(1)In.

(a) Montrer que la suite (In)n≥0 est décroissante puis convergente.

(b) Soit 0 < ε < π/2, montrer que pour tout n ≥ 1 on a

0 ≤ In =

∫ π

2
−ε

0

sinn(t)dt +

∫ π/2

π

2
−ε

sinn(t)dt ≤
π

2
sinn(

π

2
− ε) + ε.

En déduire limn In.

(c) En déduire qu’il existe un entier n0 ≥ 3 tel que In0
≥ 1/2 et In0+1 < 1/2.

(d) En déduire que B1(1) ≤ B2(2) ≤ · · · ≤ Bn0
(1) ≥ Bn0+1(1) ≥ · · · ≥ Bn(1) ≥ . . . et

que limn→∞ Bn(1) = 0.

(e) En calculant In pour quelques valeurs de n, en déduire n0. C’est donc dans l’espace
R

n0 que la boule unité admet un volume maximal.
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