UNIVERSITE PAUL SABATIER — [L3 MAPES — ANALYSE 1 — 2008
PREMIER DEVOIR.

1. Exercice 1

Pour tout a, x € R et n € N* on pose

B (_1>n+1an
fro®) = n+ a?2rx?’

Déterminer I'ensemble I des a € R tels que la suite de fonctions f, , converge
simplement sur R.

Déterminer I'ensemble J des o € R tels que la série de fonctions Y 2 | f, o converge
simplement sur R. Cette somme sera notée s,.

Calculer s,(0) pour tout a € J, o # 1.
Soit o € J, o # 1.

i. Soit f, : A — R. Quand dit-on que la série de fonctions Y >, f,, converge

normalement sur A ?
o

ii. Montrer que la série > | f, o converge normalement sur R.

iii. Montrer que s, est une fonction continue
Soit « € J, a # 1 et soit b € R, b > 0.

/
n,o

i. Calculer
[—b,0].
ii. En déduire que s, est dérivable sur R et calculer s/ (0).

(z) et montrer que la série Y 7 f . converge normalement sur

2. Exercice 2

(a)

(b)

On se donne des nombres réels a; > 0et 0 < 0; <1 avec 6; + ...+ 6, = 1. Montrer
que

91\/OZ_1+...+9”\/O[”§\/91@1+...+9n(1n.

Indication : utiliser un argument de votre choix ou bien une récurrence sur n. Dans
ce cas, traiter le cas n = 2 puis écrire que

0 0,
91a1+...+9nan:€1a1+(1—01)(1 20a2+...+1 Qozn).
— V1 — V1

Soit f : [a,b] — R intégrable au sens de Riemann avec f(x) > 0 pour tout x.

i. Quelle est la définition de I'intégrabilité au sens de Riemann ?
ii. Montrer que \/f est, elle-aussi, intégrable au sens de Riemann et que

/ab Vi (w)dz < M/jf(cv)dx-

Indication : utiliser des sommes de Riemann.

iii.

3. Exercice 3

Calculer .
. n
D e

Indication : interpréter cette somme comme une somme de Riemann.



