@ % @ AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES @ 4 @
Intégration & Intégrales et séries 4 paramétres — 13 Septembre 2008.

1. INTEGRATION
Exercice 1. Préciser la nature des intégrales impropres suivantes :
o0 o0

1) (Intégrales de Fresnel) / cos(t?)dt et / sin(t?)dt.
0 0
IINY: > log(z), = log(z)
2)/ (cos x)) —l)da?, aeR & /2 (log(l— . )+ )dw.

X

* log(1 + t%)

e dt

3) Représenter dans R? ’ensemble des couples (a, 3) pour lesquels lintégrale I, p5 = /
converge 0

4) I = /00 sin(t) dt & /00 cos®(t?)dt
o t¢ 0

Exercice 2. Soit f : [0,1] — R continue, dérivable a lorigine et telle que f(0) = f/(0) = 0. Montrer que
1

/ F(OE3/2dt converge.

0

Exercice 3. Soit f € C°(R,,R,). Quelles implications existe-t-il entre les propriétés

1) 7 f(t)dt converge.
2)  lim f( )dz = 0.
T—00

3) [ est uniformément continue sur Ry.

Exercice 4. . C(a) désignant le coefficient de x?°%° dans le développement limité a l'origine et a un ordre
convenable de (14 )%, calculer

1 1
c( t—l . 7)dt
/ t+1  tr2 T 2005

Exercice 5. (Histoires de moments).
b
0) Soient f € C([a,b]), n € N. On suppose que / ft)tkdt = o, Vk € {0,1,...,n}. Montrer que f

posséde au moins n+ 1 zéros dans [a,b].

1) Soit f € C([a,b]) telle que f; f@)tvdt =0, Vn € N. Montrer que f est identiquement nulle (théoréme
des moments de Hausdorff).
2) Le théoréeme des moments de Hausdorff tombe en défaut sur R™ : Soit f définie sur RY par f(z) =

e sin(z'/4).
+o0 |
a) Montrer que I, := / the wtdt =
0

n
wn+1 ’

im
P

neN otw=e
“+o0
b) En déduire que / t"f(t)dt =0, Vn €N, (pour cela, remarquer que Iy,13 € R...).
0

Exercice 6. (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f : [a,b] — R, montrer que

b
lim f(t) cos(nt)dt =0

L —
n— oo a

si f est de classe C', si f est en escalier, si f est continue.

2. INTEGRALES A PARAMETRES

o0
Exercice 7. Préciser le domaine de définition de la fonction définie par f(x) = / puis montrer qu’au
0

14t*
voisinage de +0o nous avons f(z) =1+ o(z™1).



2

Exercice 8. Soit f € €°(R,R) une fonction continue a support compact (nulle en dehors d’un compact) et f
la fonction définie par f(z) = / f(t)e'™at.
B R
1) Montrer que f € € (R,R).
2) Montrer que f est développable en série entiére sur R.

3) Montrer que si f est a support compact, alors f = 0.
4) Montrer que si f € €*(R,R), alors f € L'(R).

sin(t)

o0
Exercice 9. Montrer que l’intégrale impropre / dt est convergente mais non absolument convergente.
0

1/2
. 5 N . . sin(? L . . .
Exercice 10. Evaluer a la main la quantité / Jdt avec une précision décimale d’au moins deux chiffres
0

aprés la virgule.

Exercice 11. Un calcul de [lintégrale de Dirichlet / Sm( )dt (pour d’autres méthodes woir
0

t+x 2 +1
2
1) Montrer que f et g sont de classe C* sur Rj_.

[oe) . oo —tx
ict ). On considere les applications f(x) :z/ sin(t )dt g(x) :/ £ _at
0 0

2)  Montrer que f et g sont solutions de l’équation différentielle y" +y = %

3)  Montrer que f — g est 2m-périodique.
4) Montrer que f et g sont equwalentes a = en 400 puis que f =g.

5)  En déduire que / sin(t )dt =—.
Exercice 12.
Exercice 13. Soit pour n € N*, z € [0,1] : gn(z) = sin(nz). Montrer que la suite (g,)n nadmet aucune

sous-suite simplement convergente vers 0 sur [0,1].

Exercice 14. (Un lemme de Cantor) Soient (am)n, (Bn)n deux suites de nombres réels telles que la suite de
fonctions (., cos(nx) + B, sin(nz)), converge simplement vers la fonction identiquement nulle sur R.
1) Montrer que lima,, = lim g, = 0. (pour la seconde limite on pourra raisonner par l’absurde..)
o0 o0

2) Montrer que la conclusion subsiste si on a la convergence simple seulement sur [a,b], a < b. Pour cela en
(ay, cos(nz) + B sin(nw))?
2 2
. . an + ﬁn
une sous-suite simplement convergente vers zéro sur [a,b)...

posant fr(x) = et, raisonnant par l'absurde montrer que 'on peut extraire de (fn)n

Exercice 15. Pour z € C de partie réelle o vérifiant| o |< 1.
. sinh(zt)
1) Montrer que f : t € R} — f(t) =

sinh(f)

2) Pour t > 0 développer [ en série d’exponentielles et appliquer la convergence dominée o la suite des

sommes partielles pour établir
sinh(zt) 2z
— —~ dt = e —
/ﬂh sinh(?) nzzo (2n+1)2 — 22

3) Sachant (exercice classique des séries de Fourier...) que pour z € C\Z on a mwcotan(mz) = f—l— E SR
z
n>1

, f(0) = z, est intégrable sur Ry (et continue).

en déduire que pour 2z € C\Z on a
/ 781.1111(%) dt = Ztan (Lz) .
r, sinh(?) 2 2

(zt)2n+1
4) On rappelle que (d.s.e.) pour |z |<1lett>0:f(t) = Z (

————————, montrer que
= 2n 4 1)!sinh(t)

h( t
/ sinh(z di — 22 _9—2n—2 (2n+2)22n+1’
R

bmh
+ n>0


http://picard.ups-tlse.fr/~lassere/pdf/dirichlet.pdf

1
ot ((a) = Z = En déduire que pour | z |< 1
n>0
Tz 2n—2) 2n+1
§tan( ) _27;) —-27 )C(2n + 2)z .

Exercice 16. (la fonction Gamma) Soit f : (x,t) € RY x RY — f(x,t) :=t""te~'. Montrer que pour tout
x>0 la fonctionf(x,-) est intégrable sur RY.. On définit alors la fonction Gamma par

I(x) :/ t"le7tdt, Va e RZL.
0

1) Montrer que f € C*(R%) et, pour tout k € N :

) (z) :/ (log(t))kﬂ*le*tdt.
0
2)  Etablir successivement

1
MNz+1)=aT(z), Ve >0; T(n+1)=n!, VneN F(q:)om:r;

t n
8) A laide de la formule e™' = lim <1 — ) et de la suite de fonctions de terme général f,(t) =
n

(1 - %)HX]O n(t), n > 1, montrer que I"(1) = —v (v est la constante d’Buler). Aprés avoir établi pour x >
CM(x+1) TI'(x)

0 D(x+1) TI(2)

1
+ — montrer que
T

1 1
I"(n+1):n!<1—|—2+~~+n—7>, n>1.

—Z

4)  Au moyen du changement de variables s = tﬁ, établir pour x >0 :

+o0
Fx+1)= (%)x \/5/ . e?(@8) s

ot p(z, 8) = zlog (1 1 \Z?) N~

5)  Montrer que

2
Vs €] — z,0] : @(x,s)g—% et Vs>0, z>1 : ox,s) <p(l,s).

—+oo +oo 2
6) En déduire lim e?(®9) s = / e~ = ds puis la formule de Stirling

T—+00 -z oo

T(z+1) ~ (%)x o

“+o0

7)  Montrer que pour tout x > 0

n t n
lim <1 - ) t*“ldt = I'(x),
n—-4oo 0 n

et en déduire la formule de Gauss
x

. n*n!
vz €0, oo, I(z) :nEI-fr—loo z(x+1)...(x+n)

Puis celle de Weierstrass

_ N IRT _z
Vz €]0,+00[, I'(z) = we nkrfoo (1+k) k.

On note 1 : ]0,400]— R, lapplication définie pour x > 0 par (x) = 1;/((;”)). Démontrer que pour tout

1 1 e
x>0 : ¢YPx) = —— —’y [L’Z P et en déduire que T'(1) = —y = /0 e " log(x)dx.

n>1



8) (Le théoreme de Bohr-Mollerup) Montrer que log T est convexe sur R% . Réciproquement, soit f : RY — R
une application log-convexe vérifiant

f)y=1 et V>0, flx+1)=2af(z).
Montrer (a Uaide de la formule de Gauss) que f =T

2
efxt

Exercice 17. Calcul de ’intégrale de Gauss / e~ dt. On considére Uapplication f(x) ::/ mdt.
0
1) Montrer que f € €*(R) NE°(Ry).
2) En déduire que f est solution d’une équation différentielle.

VT

o0
3)  Montrer que / e Vdt = 5 (on pourra introduire la fonction auziliaire g(t) = et f(t)...).
0
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PETIT RESUME DU COURS

Dans tout ce qui suit I désignera toujours un intervalle de R, C,,,(I) 'ensemble des fonctions continues par
morceaux sur I (& valeurs réelles et complexes), enfin les fonctions de module intégrable sur I est noté L!'(R)
et si f € LY(R) on dira que « f est intégrableEl sur I »

3. THEOREME DE LA CONVERGENCE DOMINEE

Soit (fn)n une suite de fonction dans Cp,(I) vérifiant :
1) Il existe g € LY(R) N C,, (1) telle que
|fn(@)] < g(z), VneN, ze€l «hypothése de domination »
2)  La suite (fn)n est simplement convergente sur I vers une fonction f € Cp,(I).
Alors les fonctions f, et f sont intégrables sur I et

tim [ fu(t)dt = /1 lim £, (1)dt = /1 F(t)dt.

I

4. THEOREME DE LA CONVERGENCE MONOTONE

Soit (fn)n C Cm(I) N LY(R) une suite croissante simplement convergente vers une fonction f €
Cm(I). Alors f est intégrable sur I si, et seulement si la suite ( fn(t)dt)n est magjorée. Dans ce
cas

lim /I Fult)dt = /1 ti (1) = sup /1 Fult)dt = /1 F(t)dt.

remarque : en d’autre termes, pourvu que la suite soit monotone et simplement convergente sur 'intervalle
d’intégration, la limite « rentre » dans l'intégrale en admettant les valeurs oo si jamais la fonction limite f
n’est pas intégrable. Ce théoréme est bien utile lorsqu’il est délicat voire impossible de vérifier I'hypothése de
domination dans le théoréme de la convergence dominée.

5. INVERSION DES SYMBOLES Y ET [

Soit (fn)n une suite dans Cp,(I) N LY (R) telle que

1) La série de fonction ), fn(t) est simplement convergente sur I vers f € Cp,(I).
2)  La série numérique Y, [, |fn(t)|dt converge.

Alors
~ f est intégrable sur I

[ 1@l <3, [ 1 fa(t)]dt.
~ La série Yy, [} fa(t)dt converge et

D [ = [ S ol = [swa

remarque : c’est seulement une condition suffisante : la série ) [} |fn(t)|dt peut trés bien diverger, a ce
moment pour justifier un éventuel échange Y. [ = [ ce théoréme est inutilisable; on peut parfois s’en
sortir en essayant d’appliquer le théoréme de la convergence dominée a la suite (g,), des sommes partielles

(gn = Zlgkgn fk)

1. Attention! [ 20 gt = T majs ¢ v 20 g LIRY)...



6. INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

6.1. continuité.

Soit f A x I — R ou C (ou Q est un intervalle de R) vérifiant les propriétés

1)  f est continue sur Q x I.
2) 1 existe une fonction g intégrable sur I telle que

If(z, )] < g(t), Y(zx,t)eQxI.

Alors F(x f[ x,t)dt est continue sur Q

remarque : encore une fois, une domination globale est souvent impossible & obtenir; mais il est bien str
suffisant de travailler localement i.e. de dominer localement au voisinage de tout point a € €.

6.2. dérivation.

Soit f Qx I — R ou C (ot Q est un intervalle de R) vérifiant les mémes hypothéses que dans le

théoréme précédent. Si de plus f admet sur Q x I une dérivée partielle e vérifiant elle aussi les
x
hypothéses précédentes, alors F(x fI x,t)dt est de classe C* sur §) et
9]
F'(z) = f(m t)ydt, Vazel.

1 Ox
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