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PREMIER PROBLEME, DUREE 4 HEURES, DOCUMENTS INTERDITS

1. Fonctions a variations bornées. On note V B|a, b] '’ensemble des fonctions a variations
bornées sur l'intervalle [a, b].
(a) Rappeler la définition d'une telle fonction.

(b) Donner un exemple de fonction & variations bornées qui soit discontinue ainsi que la
valeur du nombre V|a, b] correspondant a cet exemple.

(c) Montrer que si f € VBJa,b] alors f est bornée sur [a, b].
(d) Montrer que si A € Ret f € VBJa,b] alors Af € VBla, b] et Vy¢[a,b] = || V[a, b].
(e) Montrer quesi f et g € VB[a,b] alors f+¢g € V Bla,b] et Vi 4a,b] < Vila, b]+V,[a, b].

2. Développement dyadique d’un nombre réel. Pour tout nombre réel a € [0,1] on

pose
1 1
a1:OSiO§a<§etalzlsi§§a<1.
ainsi que
a
7“1:2(@—?) e [0,1].
Supposons avoir construit as, ..., a; € {0,1} tels que
aq Qe
- 2’“( A ) 0,1
Tk = ~ o [0, 1].

On applique alors a r; ce que l'on a fait a a ce qui permet de construire par récurrence une
suite (ax)r>1 de nombres entiers égaux a 0 ou 1 tels que r, € [0,1[. Montrer que la série
S oo, ax/2" est convergente et que sa somme est a. Cette série est appelée développement
dyadique de a ou bien développement en base 2.

3. La courbe de Schoenberg. Posons, pour tout 0 <t < 2,

0 si 0<t<1/3
3t—1 si 1/3<t<2/3

o(t) =14 1 si 2/3<t<4/3.
—3t+5 si 4/3<t<5/3
0 si 5/3<t<2

On étend la définition de ¢ : R — R par périodicité : ¢(t + 2) = ¢(t). On définit enfin la
courbe a = (ay, as) : [0,1] — R? par

0o ¢(32n_2t) > ¢ 32n 1t

(a) Tracer le graphe de ¢ sur [—2,2].

(b) Montrer que les séries définissant o convergent normalement et définissent des fone-
tions continues.

(¢) Montrer que 0 < o;(t) < 1.



Soit (a,b) € [0,1] x [0,1]. Nous voulons montrer qu'il existe ¢ € [0,1] tel que
aj(c) = a et as(c) = b. Pour ce faire on utilise des développements dyadiques de

> a > b
= et b= n
a=2 gn et b= 5
n=1 n=1
ol a,,b, =0 ou 1. On pose alors

oo
c
c= 223—2 avec Cop_1 = Qy, €t ¢y = by, n > 1.
n=1
Montrer que ¢ € [0, 1].

Montrer que si I’on prouve que
¢(3kC) = Ck+1, k > 0,

alors oy (c) = a et as(c) =b.
Montrer que

Cn+k
3n

3Fc = (entier pair) + dj avec dy = 2 Z
n=1

Calculer ¢(dy) (raisonner en fonction de la valeur de ¢z = 0 ou 1) et conclure.
Quand dit-t-on qu'une courbe v : [0,1] — R™ est rectifiable ?

Montrer que la courbe o n’est pas rectifiable.



