
PC Mines-Ponts Maths 2 2008CorrigéStabilité d'un polyn�me trigonométriqueI Stabilité d'un polyn�me trigonométrique1. Pour tout c de E on note :
||c|| =

∞
∑

n=−∞
|cn| ∈ R

+.
• ||c|| = 0 ⇔ ∀n ∈ Z, cn = 0 ⇔ c = 0

• ∀c ∈ E ∃K ∈ N, ∃(c−K , ..., cK) ∈ C
2K+1 tels que c(x) =

K
∑

k=−K

cke
ikx

∀c ∈ E,∀λ ∈ C on a une ériture du type λc(x) =

K
∑

k=−K

λcke
ikx

∀c ∈ E,∀λ ∈ C, ∃K ∈ N tel que
||λc|| =

K
∑

k=−K

|λck| = |λ|
K

∑

k=−K

|ck| = |λ|.||c||

• ∀(c1, c2) ∈ E2, en prenant K ∈ N, K ≥ max(deg c1, deg c2) on peutérire : c1(x) =
K

∑

n=−K

c1,ne
inx, c2(x) =

K
∑

n=−K

c2,neinx

||c1 + c2|| =

K
∑

n=−K

|c1,n + c2,n| ≤
K

∑

n=−K

|c1,n| +
K

∑

n=−K

|c2,n| = ||c1|| + ||c2||2. Soit c ∈ E et K = deg c. Pour p ∈ Z, ∫ π

−π

c(t)e−iptdt =
K

∑

k=−K

∫ π

−π

cke
i(k−p)tdtMais ∀r ∈ Z

∗,

∫ π

−π

eirtdt =

[

eirt

ir

]π

−π

=
(−1)r − (−1)r

ir
= 0.Don si p ∈ {− deg(c), ..., deg(c)} :

1

2π

∫ π

−π

c(x)e−ipxdx =
1

2π

∫ π

−π

cpe
0tdt = cp.3. Pour tout c de E, il existe K ∈ N et des omplexes c−K , ..., cK tels que

c(x) =

K
∑

n=−K

cneinx, pour tout x réel. Don : ∀x ∈ R :
|c(x)| ≤

K
∑

n=−K

|cneinx| =
K

∑

n=−K

|cn| = ||c||

c est bornée sur R et ||c||∞ = sup
R

|c| ≤ ||c||1 sur 7



PC Mines-Ponts Maths 2 2008En prenant c non nul et K = deg c et en utilisant la question préédente :
∀p ∈ Z ave |p| ≤ K, |cp| =

1

2π

∣

∣

∣

∣

∫ π

−π

c(x)e−ipxdx

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2π

∫ π

−π

|c(x)||e−ipx|dt

|cp| ≤
1

2π

∫ π

−π

(

sup
x∈R

|c(x)|
)

× 1dx =
1

2π

∫ π

−π

||c||∞dx = ||c||∞Finalement : ||c|| =

K
∑

p=−K

|cp| ≤ (2K + 1)||c||∞ et
sup
x∈R

|c(x)| ≤ ||c|| ≤ (2 deg c + 1) sup
x∈R

|c(x)|Dé�nition 2 On dira que le polyn�me trigonométrique c est stable lorsque la suite
||ck|| des normes de ses puissanes suessives est bornée quand k dérit N.4. Supposons qu'il existe x0 ∈ R tel que |c(x0)| = M0 > 1.

∀k ∈ N, Mk
0 = |c(x0)|k ≤ sup

x∈R

|ck(x)| ≤ ||ck||.Comme M0 > 1,par minoration, lim
k 7→+∞

Mk
0 = lim

k 7→+∞
||ck||+∞. c n'est pas stable.II Un polyn�me trigonométrique partiulier

α ∈]0, 1[, a(x) = α2 cos x − iα sin x + 1 − α2Pour tout entier k ≥ 2, ak(x) =

k
∑

n=−k

ak,neinx5. ∀x ∈ R,
|a(x)|2 = (α2(cos x − 1) + 1)

2
+ α2 sin2 x

=
(

α2(−2 sin2 x
2
) + 1

)2
+ α2 sin2 x

= 4α4 sin4 x
2
− 4α2 sin2 x

2
+ 1 + α2 sin2 x

= 4α4 sin4 x
2
− 4α2 sin2 x

2
+ 1 + 4α2 sin2 x

2
cos2 x

2

= 4α4 sin4 x
2

+ 1 + 4α2 sin2 x
2

(

cos2 x
2
− 1

)

= 1 − 4 (α2 − α4) sin4 x
2On a a(0) = 1 et omme α2(1 − α2) > 0, |a(x)| < 1 pour tout x ∈]0, π].6. Comme sin x =0 x + o(x), |a(x)|2 = 1 − 4

(

α2 − α4
)

(x

2

)4

+ o(x4).Mais ln(1 + X) =0 X + o(X) don :
g(x) = ln

(

|a(x)|2
)

= −α2 − α4

4
x4 + o(x4).De même : I(a(x))

R(a(x))
=

−α sin x

1 − α2(1 − cos x)
=

−α
(

x − x3

6
+ o(x4)

)

1 − 2α2 sin2 x
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I(a(x))

R(a(x))
=

−α
(

x − x3

6
+ o(x4)

)

1 − 2α2
(

x
2
− x3

48
+ o(x4)

)2 =
−α

(

x − x3

6
+ o(x4)

)

1 − α2 x2

2
+ α2 x4

24
+ o(x4)

I(a(x))

R(a(x))
=

−αx
(

1 − x2

6
+ o(x3)

)

1 − α2 x2

2
+ o(x3)

= −αx

(

1 − x2

6
+ o(x3)

) (

1 + α2x2

2
+ o(x3)

)

I(a(x))

R(a(x))
= −αx

(

1 +

(

α2

2
− 1

6

)

x2 + o(x3)

)

= −αx +

(

α

6
− α3

2

)

x3 + o(x4)Comme, au voisinage de 0, arctan(X) = X − X3

3
+ o(X4), par omposition :

arctan

( I(a(x))

R(a(x))

)

= −αx +

(

α

6
− α3

2

)

x3 +
α3x3

3
+ o(x4)

h(x) = arctan

( I(a(x))

R(a(x))

)

= −αx +

(

α − α3

6

)

x3 +
α3x3

3
+ o(x4)7. lim

x 7→0
a(x) = 1. Dans un voisinage de 0, R(a(x)) > 0 et, si dans e voisinage onnote θ(x) l'élément de ] − π/2, π/2[ tel que a(x) = |a(x)|eiθ(x), on a :

tan(θ(x)) =
I(a(x))

R(a(x))
et don θ(x) = arctan

( I(a(x))

R(a(x))

)Au voisinage de 0, on peut érire :
a(x) = |a(x)|eiθ(x) = e

g(x)
2 eih(x) puis en remplaçant

a(x) = exp

(

−iαx + i
α − α3

6
x3 − α2 − α4

8
x4 + o(x4)

)

.Il existe don trois réels α, β et γ stritement positifs et une fontion
ε : [−π, π] → C, tendant vers 0 quand x tend vers 0 tels que l'on ait, pour tout xdans un voisinage de 0,

a(x) = exp
(

−iαx + iβx3 − γx4 (1 + ε(x))
)On admet que la fontion ε est dé�nie et de lasse C 1 sur [−π, π]. Dans la suite, onposera

d(x) = exp
(

−iαx + iβx3
) et b(x) = exp

(

−γx4 (1 + ε(x))
)

,de sorte que a(x) = d(x)b(x) et |a(x)| = |b(x)|.III Majoration des oe�ients de akSoit [r, s] ⊂ R ave r < s. f est C 2 de R dans R et véri�e :
∀t ∈ [r, s], |f ′(t)| ≥ K < 0 et f”(t) ≥ 0 .8. ∫ s

r

f”(t)

(f ′(t))2
dt =

[ −1

f ′(t)

]s

r

=
1

f ′(r)
− 1

f ′(s)Par suite :
∣

∣

∣

∣

∫ s

r

f”(t)

(f ′(t))2
dt

∣

∣

∣

∣

≤ 1

|f ′(r)| +
1

|f ′(s)| ≤
2

K
.3 sur 7
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∫ s

r

1

f ′(t)
(f ′(t) cos f(t)) dt =

[

1

f ′(t)
sin f(t)

]s

r

−
∫ s

r

(−f”(t)

(f ′(t))2

)

sin f(t)dt

∫ s

r

cos f(t)dt =
sin f(s)

f ′(s)
− sin f(r)

f ′(r)
+

∫ s

r

(

f”(t)

(f ′(t))2

)

sin f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∫ s

r

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ 1

|f ′(s)| +
1

|f ′(r)| +

∣

∣

∣

∣

∫ s

r

(

f”(t)

(f ′(t))2

)

sin f(t)dt

∣

∣

∣

∣

.

∣

∣

∣

∣

∫ s

r

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ 2

K
+

∫ s

r

∣

∣

∣

∣

f”(t)

(f ′(t))2
sin f(t)

∣

∣

∣

∣

dt

∣

∣

∣

∣

∫ s

r

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ 2

K
+

∫ s

r

|f”(t)|
(f ′(t))2

× 1dt ≤ 2

K
+

2

K
=

4

Ken utilisant la question 8. et le fait que f” ≥ 0.Dans les questions 10 à 12, [u, v] désigne un segment de longueur non nulle de
R, et f une fontion de lasse C 2 sur [u, v] à valeurs réelles. On suppose ettefois que f”(t) ≥ M > 0 pour tout t appartenant à [u, v].10. On suppose que f ′(u) ≥ 0. Soit t ∈ [u+2/

√
M, v] : f ′(t)−f ′(u) =

∫ t

u

f”(x)dx.Comme f ′(u) ≥ 0, f ′(t) ≥
∫ t

u

f”(x)dx =

∫ u+2/
√

M

u

f”(x)dx+

∫ t

u+2/
√

M

f”(x)dx.Comme f”(x) ≥ M ≥ 0, f ′(t) ≥
∫ u+2/

√
M

u

Mdx = M
2√
M

= 2
√

M .11. Sur l'intervalle [u + 2
√

M, v] on peut appliquer le résultat de la question 9.ave K =
√

2M . D'où ∣

∣

∣

∣

∫ v

u+2/
√

M

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ 4

2
√

M
=

2√
MDe plus ∣

∣

∣

∣

∣

∫ u+2/
√

M

u

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ u+2/

√
M

u

| cos f(t)|dt ≤
∫ u+2/

√
M

u

dt =
2√
MPar suite : ∣

∣

∣

∣

∫ v

u

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ 4√
M

.Remarque : si u + 2
√

M ≥ v, il n'est pas néessaire de ouper l'intervalle endeux et le majorant est 2√
M

≤ 4√
M
.On admettra que le résultat est identique lorsque f ′(v) ≤ 0.12. On suppose que f ′(u)f(v) < 0. Comme f” > 0 sur [u, v], f ′ est stritementroissante, ontinue (f est c2), sur [u, v]. Elle réalise une bijetion de [u, v] dans

J = f ′([u, v]). Comme f ′(u) < 0 et f ′(v) > 0, l'intervalle image ontient 0. Dufait de la bijetion, il existe un unique réel w de ]u, v[ tel que f ′(w) = 0.4 sur 7



PC Mines-Ponts Maths 2 2008On peut alors appliquer le résultat de la question 11. sur haun des segments
[u, w] et [w, v] et :
∣

∣

∣

∣

∫ v

u

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ w

u

cos f(t)dt +

∫ v

w

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ w

u

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ v

w

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

.

∣

∣

∣

∣

∫ v

u

cos f(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ 4√
M

+
4√
M

=
8√
M

.Ce dernier majorant est don valable dans tous les as de �gure.Dans les questions 13 et 14 , ζ désigne un nombre réel, k un entier naturel et
Jk,ζ la fontion dé�nie par

Jk,ζ(x) =

∫ x

0

cos
(

ζt + kβt3
)

dt,où β est le nombre réel non nul dé�ni après la question 7.13. Soit x ∈ [k−1/3, π]. Prenons f(x) = ζx + kβx3, f est c2 et f”(x) = 6kβx.Sur [k−1/3, π], f”(x) ≥ 6kβk−1/3 > 0. On peut appliquer le résultat de laquestion 12.
∣

∣

∣

∣

∫ x

k−1/3

cos
(

ζt + kβt3
)

dt

∣

∣

∣

∣

≤ 8
√

6βk2/3
=

8k−1/3

√
6β

.14. Si x ∈ [0, k−1/3] :
∣

∣

∣

∣

∫ x

0

cos
(

ζt + kβt3
)

dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ x

0

∣

∣cos(ζt + kβt3)
∣

∣ dt ≤
∫ x

0

dt ≤ x ≤ k−1/3Si x ∈ [k−1/3, π] :
∣

∣

∣

∣

∫ x

0

cos
(

ζt + kβt3
)

dt

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∫ k−1/3

0

cos
(

ζt + kβt3
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ x

k−1/3

cos
(

ζt + kβt3
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x

0

cos
(

ζt + kβt3
)

dt

∣

∣

∣

∣

≤ k−1/3 +
8k−1/3

√
6βEn prenant C1 = 1 +

8√
6β

> 0, on a pour tout x ∈ [0, π] :
|Jk,ζ(x)| ≤ C1k

−1/3On admet que l'on peut démontrer de la même manière qu'il existe une onstante
C2, indépendante de k et ζ , telle que pour tout x de [0, π] on ait la relation suivante :

∣

∣

∣

∣

∫ x

0

sin
(

ζt + kβt3
)

dt

∣

∣

∣

∣

≤ C2k
−1/3 (1)

5 sur 7



PC Mines-Ponts Maths 2 200815. On sait que b(x) = exp
(

−γx4(1 + ε(x))
), ε fontion c1 de limite 0 en 0.

γ > 0 don |b(x)| = exp
(

−γx4
)
∣

∣exp
(

−γε(x)x4
)
∣

∣.Pour tout z de C, |ez| ≤ e|z| don |b(x)| ≤ e−γx4

eγx4|ε(x)|.Comme lim
x→0

|ε(x)| = 0 il existe r > 0 tel que, si x ∈ [0, r], |ε(x)| ≤ 1

2
.Pour x ∈ [0, r], |b(x)| ≤ e−

γ
2
x4 .Sur [r, π], |b(x)| = |a(x)| < 1. Par ontinuité, l'image du segment [r, π] par |b|est un segment [m1, m2] ave 0 ≤ m2 < 1.Soit c1 =

− ln m2

π4
> 0. Pour tout x de [r, π] :

|b(x)| ≤ m2 = e−c1π4 ≤ e−c1x4Soit λ = min
(γ

2
, c1

)

< 0. En utilisant les deux inégalités préédentes et laparité de la fontion |a| = |b| on a, pour tout x de [−π, π] :
|b(x)| ≤ exp(−λx4).16. b(x) = exp

(

−γx4(1 + ε(x))
) ; b′(x) = b(x)

(

−4γx3(1 + ε(x)) − γx4ε′(x)
).

|b′(x)| ≤ 1 × |x3| (4γ(1 + |ε(x)|) + γ|x||ε′(x)|).Par hypothèse la fontion x 7→ (4γ(1 + |ε(x)|) + γ|x||ε′(x)|) est ontinue, donbornée sur [−π, π]. Il existe une onstante C3 > 0 telle ∀x ∈ [−π, π] :
|b′(x)| ≤ C3|x3|.17. k ∈ N

∗

∫ π

−π

J ′
k,αk+n(x)(b(x))kdx =

[

J ′
k,αk+n(x)(b(x))k

]π

−π
−

∫ π

−π

kJk,αk+n(x)(b(x))k−1b′(x)dxEn utilisant les majorations obtenues dans les questions préédentes :
∣

∣

∣

∣

∫ π

−π

J ′
k,αk+n(x)(b(x))kdx

∣

∣

∣

∣

≤ 2C1k
−1/3 × 1 + kC1k

−1/3

∫ π

−π

(

e−λx4
)k−1

C3|x3|dx

∣

∣

∣

∣

∫ π

−π

J ′
k,αk+n(x)(b(x))kdx

∣

∣

∣

∣

≤ 2C1k
−1/3 + 2C1C3k

2/3

∫ π

0

e−λ(k−1)x4

x3dx

∫ π

0

e−λ(k−1)x4

x3dx = −e−λ(k−1)π4 − 1

4λ(k − 1)
≤ 1

4λ(k − 1)
≤ 1

2λk
si k ≥ 2D'où une onstante C4 > 0 telle que pour tout entier non nul k et pour toutentier relatif n , on ait l'inégalité :

∣

∣

∣

∣

∫ π

−π

J ′
k,αk+n(x)(b(x))kdx

∣

∣

∣

∣

≤ C4k
−1/3.6 sur 7



PC Mines-Ponts Maths 2 2008Comme J ′
k,ζ(x) = cos(ζx + kβx3) on a montré que

∣

∣

∣

∣

∫ π

−π

cos((αk + n)x + kβx3)(x)(b(x))kdx

∣

∣

∣

∣

≤ C4k
−1/3.Même résultat ave −α − kn ar ζ n'intervient pas.On démontrerait un résultat identique ave ∣

∣

∣

∣

∫ π

−π

sin((−αk − n)x + kβx3)(x)(b(x))kdx

∣

∣

∣

∣18. ak,n =
1

2π

∫ π

−π

(a(x))ke−inxdx =
1

2π

∫ π

−π

d(x)kb(x)ke−inxdx

ak,n =
1

2π

∫ π

−π

ei(−kαx+kβx3−nx)b(x)kdx.
ak,n =

1

2π

∫ π

−π

cos
(

−kαx + kβx3 − nx
)

b(x)kdx+
1

2π

∫ π

−π

sin
(

−kαx + kβx3 − nx
)

b(x)kdxOn retrouve les expressions préédentes et :
|ak,n| ≤ C5k

−1/3ave C5 > 0 indépendante de k et n .On admet désormais l'existene d'une onstante C6 > 0 telle que, pour toutentier k non nul,
∫ π

−π

|a(x)|2kdx ≥ C6k
−1/4.19. La relation de Parseval appliquée à ak donne :

1

2π

∫ π

−π

|a(x)|2 =

k
∑

n=−k

[ak,n|2 ≥ C6k
−1/4Si ak,n 6= 0 alors |ak,n| =

|ak,n|2
|ak,n|

≥ |ak,n|2
C5k−1/3La minoration reste vraie si ak,n = 0 don :

||ak|| =

k
∑

n=−k

|ak,n| ≥
n

∑

k=−n

|ak,n|2
C5k−1/3

≥ C6k
−1/4

C5k−1/3
= C7k

1/12Ave C7 = C6/C5 > 0. On a bien, pour tout entier k :
||ak|| ≥ C7k

1/12.La fontion a n'est pas stable !Fin du orrigé7 sur 7


