Chapitre 3

Séries de Fourier

Les séries de Fourier ont été introduites pour résoudre I’équation de la chaleur

oru(t, z) = Oppu(t, x), (t,z) e R% x [0, ],
u(t,0) = u(t,m) =0, t>0 (3.0.1)
u(0, ) = up(z), x € [0,7].

L’idée est de combiner des solutions élémentaires. Si ug est une fonction de la forme
x — sin(nz) pour un certain n € N, alors la fonction

(t,z) — et sin(nx)

est solution. Par linéarité de ’équation, si ug est combinaison linéaire de telles fonctions
sinus, alors on sait également résoudre ’équation. Joseph Fourier affirme alors que toute
fonction ug qui s’annule en 0 et 7 s’écrit comme somme infinie de fonctions sinus,

up(z) = Z by, sin(nx),

neN*

et que la solution de (3.0.1) est alors donnée par

u(t,xz) = 2 bnsin(nw)e_”zt.

neN*

Les fonctions o, :  +— sin(nz) jouent un role particulier dans cette histoire car ce
sont, en quelque sorte, des fonctions propres pour 'opérateur 0., :

" 2

o, = —nopy.

Elles vérifient en outre pour tout ¢ > 0 la condition au bord wu(t,0) = u(t,7) = 0 conte-
nue dans (3.0.1). La valeur propre correspondante —n? apparait alors naturellement
dans le facteur exponentiel en temps.

La question qui est alors soulevée est celle de la « diagonalisation » de l'opéra-
teur Ogz,. Peut-on effectivement, comme l’affirme Fourier, écrire toute fonction comme
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« somme » de fonctions propres?

Meéme si Fourier a été un peu rapide en affirmant que c’était bien le cas, son ob-
servation occupe a double titre une place capitale dans I'histoire de I'analyse. D’une
part, I'idée fonctionne, et les séries de Fourier (et la transformée de Fourier, adaptée
aux problémes sur tout R) est un outil absolument crucial en analyse (pour 1’étude des
équations aux dérivées partielles, le traitement du signal,...). D’autre part, la nécessité
de justifier I’observation de Fourier a obligé les mathématiciens a mieux formaliser des
concepts fondamentaux, tels que la notion de fonction elle-méme. Cela a par exemple été
un tournant dans le développement du calcul intégral, qui intervient dans la définition
des coefficients de Fourier (en particulier, I'intégrale devient un outil d’analyse, et n’est
plus seulement destinée a calculer des aires).

3.1 Série de Fourier d’une fonction périodique

3.1.1 Fonctions périodiques

On a motivé l'introduction des séries de Fourier par un probléme sur un intervalle
avec une condition au bord, mais le cadre naturel est plutot celui des fonctions pério-
diques. On commence par rappeler la définition.

Définition 3.1.1. Soient 7" > 0 et f une fonction de R dans R. On dit que f est T-
périodique si pour tout z € R on a

fla+T) = f().
Dans ces notes on se concentrera sur les fonctions 27-périodiques. On remarque que
si f est T-périodique pour un certain 1" > 0, alors la fonction

1 (5)

est 2m-périodique. Ainsi, tous les résultats obtenus pour des fonctions 2mw-périodiques
s’étendront sans difficulté aux fonctions T-périodiques (voir la section 3.6).

D’autre part, une fonction 27-périodique définit par passage au quotient une fonction
sur le tore (ou cercle, en dimension 1)

T = R/(2r7Z).

Inversement, une fonction sur le cercle définit une fonction 2zw-périodique sur R. Il est
donc équivalent de s’intéresser aux fonctions 2m-périodiques sur R ou aux fonctions sur
le tore.

Enfin, une fonction f sur | — 7, 7] (ou sur n’importe quel intervalle de longueur 27)
s’étend par périodicité en une fonction f définie sur R et 2m-périodique. Etant donné
x € R il existe un unique couple (xg, k) €] — 7, 7] x Z tel que z = xy + 2kxw. On pose
alors f(z) = f(x0), ce qui définit une fonction f sur R qui est bien 27-périodique.

11 est important de noter que si f est continue | —, 7], alors f ne est pas forcément
sur R. La remarque vaut pour tous les niveaux de régularité (fonctions de classe C*, de
classe C®, etc.).

De méme, une fonction sur [0, 7] (comme en (3.0.1)) peut d’abord étre prolongée
par imparité (ou parité) sur | — 7, 7| avant d’étre prolongée par 2m-périodicité.



3.1.2 Produit de convolution des fonctions périodiques

Soient f et g deux fonctions mesurables et périodiques sur R. Lorsque cela a un sens
(c’est-a-~dire si la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable sur [—m,7]) on pose pour
reR

(F29)@) =5 | 1=y

Puisque la fonction y — f(z — y)g(y) est 2m-périodique, la définition est inchangée
si on intrégre sur n’importe quel autre intervalle de longueur 27 de R. En faisant le
changement de variables n = x — y, dn = —dy, on note que le produit de convolution
(f * g)(x) est bien défini si et seulement si (g * f)(x) Uest, et dans ce cas leurs valeurs
coincident.

On peut donner dans ce contexte un certain nombre de propriétés analogues au
produit de convolution sur R. On n’entrera pas dans le détail ici, on donnera au fur et
a mesure les propriétés dont on aura besoin pour ce chapitre.

3.1.3 Polynomes trigonométriques

Dans lesprit de la résolution de I’équation de la chaleur (3.0.1), on cherche & écrire
toute fonction 27m-périodique comme somme (éventuellement infinie) de fonctions 27-
périodiques u telles que v’ = Au pour un certain A € C (fonctions propres pour I'opéra-
teur de dérivation). Les fonctions candidates sont les fonctions de la forme z — ae?*. Et
pour qu’une telle fonction soit 27-périodique, A doit étre de la forme in pour un certain
n e Z.

Pour n € Z on note e, la fonction de R dans C définie par

Définition 3.1.2. On appelle polynome trigonométrique une combinaison linéaire des
fonctions e, pour n € Z. Un polynéme trigonométrique est donc une fonction de la
forme

N
T Z cneznx’
n=—N
avec NeNetc_y,...,ey € C.

On note qu’un polyndéme trigonométrique est une fonction 27-périodique et de classe
C® (et méme analytique) sur R.

On commence avec les propriétés de base des fonctions e, n € Z, et des polynémes
trigonométriques. Par un simple calcul on obtient le résultat suivant :

Lemme 3.1.3. Pour n,m € 7Z on a

1 (™ 1 n =
- en(T)em(z) de = 0pm = { sn=m,



Une conséquence de ce premier résultat est que la famille (e;,)nez est libre (dans le
C-espace vectoriel usuel des fonctions de R dans C). En particulier, si f est un polynéme
trigonométrique, alors I’écriture

VeeR, flz 2 cpe™ (3.1.1)

est unique. Autrement dit, s’il existe N e Net c_n,...,cN,C_N,...,CN tels que

N N
Vr e R, Z cpe™ = Z Cne',
n=—N n=—N

alors ¢,, = ¢, pour tout n € [-N, NJ.

Proposition 3.1.4. Soient Ne N et c_p,...,cy € C. On note f le polynéme trigonomé-
trique défini par (3.1.1). Alors pour tout n € [-N,N] on a

1 s

Cn =5 B e~ f () da. (3.1.2)

Démonstration. Soit n € [—N, N]. Par linéarité de l'intégrale et le lemme 3.1.3 on a

1 (™
27 7@7’L.73f Z 2 f cmelm n:):dl, =c,. ]
T J_ ™ ™

On introduit maintenant une autre écriture pour les polynomes trigonométriques.
On rappelle que pour ne Net x e Ron a

e = cos(nx) + isin(nz).

Cela donne les formules d’Euler :

—inT
—e

27

einm + efinm einx
cos(nx) = — et sin(nz) =

Ainsi les polyndmes trigonométriques sont exactement les fonctions de la forme

N
frxm— — Z an cos(nz) + by, sin(nz)), (3.1.3)
avec N € Net ag,...,an,b1,...,by € C. On a alors, avec la notation (3.1.1),
1 s
VneN, a,=cp+c_p=— f(z) cos(nzx) dz (3.1.4)
T J_
et L
VneN* b, =i(ch, —c_p)=— f(z) sin(nz) dx. (3.1.5)
™

—T

On note que le choix de noter ag/2 le coefficient constant dans (3.1.3) est arbitraire,
mais cela permet d’avoir une expression uniforme pour les a,, n € N.



En général on utilise I’écriture (3.1.3) quand f est a valeurs réelles, auquel cas les
coefficients a,, et b, sont réels (contrairement aux cy(f)).

On revient rapidement sur I’équation de la chaleur évoquée en introduction. On
considére maintenant le probleme

opu(t, x) = Ogpu(t, x), (t,z) e R} x [—m, 7],
u(t,—m) = u(t,n), t>0 (3.1.6)
u(0,x) = up(z), x € |[—m, .

Par rapport & (3.0.1), on n’impose pas que la fonction s’annule au bord de l'intervalle,
mais on cherche une solution 27-périodique. Il n’est pas difficile de voir que si ug est un

polynéme trigonométrique, c’est-a-dire s’il existe N € N et c_pn,...,cny € C tels que
N .
Ve e [—m,m], wuo(z)= Z cne™®,
n=—N

alors on obtient une solution de (3.1.6) en posant, pour tous t > 0 et x € [—7, 7],

N

u(t,z) = Z Cpe™imt,

n=—N

Ainsi, les polyndmes trigonométriques sont des fonctions agréables quand il s’agit
de résoudre des équations différentielles sur le cercle. Mais c’est évidemment un cadre
beaucoup trop restrictif en pratique.

3.1.4 Série de Fourier d’une fonction périodique

On cherche maintenant & approcher (en un sens & déterminer) une fonction f aussi
générale que possible par une suite de polyndémes trigonométriques. Apres la discussion
du paragraphe précédent, il est naturel de considérer la suite (Sn)ycy de polynomes
trigonométriques définis par

N
SN(f) x> Y, ealf)e™, (3.1.7)
n=—N
ou les coefficients ¢, (f) sont définis pour n € Z par
1 (™ »
. - —Y . 1.
enl(f) =5 | flye™™dy (3.1.8)

—Tr

Une condition minimale pour que ces coefficients soient bien définis est que f soit
intégrable sur [—m, 7]. On note L (R) I'ensemble des fonctions de R dans C localement
intégrables et 2w-périodiques, quotienté par la relation d’égalité presque partout. Pour

fe Ll (R) on note

per

£, = ;ﬁf |f(x)] da.

—Tr

Une fonction continue par morceaux est en particulier localement intégrable. A un
niveau ou l'intégrale de Lebesgue n’est pas connue, on peut se contenter de définir les



séries de Fourier pour des fonctions 2m-périodiques et continues par morceaux. Mis a
part la section 3.4 sur la théorie L?, tous les résultats de ce chapitre peuvent étre res-
treints a ce cadre.

Soit alors f € Li. (R). Les coefficients c,(f) pour n € Z sont bien définis et sont

appelés coefficients de Fourier (exponentiels) de f.
On dit que la série de Fourier de f converge (en un sens a préciser) si la suite de
fonctions Sy (f) converge quand N tend vers +00. Dans ce cas la limite est notée

S(f) = D el f)em™. (3.1.9)

neL
Les questions qui se posent alors sont alors les suivantes.
(i) La série de Fourier de f converge-t-elle ? En quel sens?
(ii) Si la série de Fourier de f converge, converge-t-elle bien vers f 7

On prendra garde & la notation (3.1.9) pour la série de Fourier de f. En général, on
dit qu'une série de fonctions ) _, gn est convergente (quel que soit le sens considéré) si
les séries D}, -~ gn €t X, - gn sont toutes les deux convergentes, ce qui est a priori plus

fort que la convergence de la fonction 21]1\7:7 N 9n Pour N — +00.

Ce probleme ne se pose pas avec les notations réelles. Pour n € N on note

an(f) = cn(f) + cn(f), Oa(f) = ilca(f) — c-n(f))- (3.1.10)

Les an(f), n € Net b,(f), n € N*, sont appelés coefficients de Fourier (trigonométriques)
de f. Pour tous N € N et € R on a alors

N
Sn(f)(x) = % + (an cos(nx) + by, sin(nz)),
n=1
et la série de Fourier de f s’écrit
a +o0
S(f)(z) = ?0 + Z (an cos(nx) + by, sin(nz)). (3.1.11)
n=1

Comme pour les polyndmes trigonométriques, si on connait les coefficients trigono-
métriques de f on peut retrouver les coeflicients exponentiels. Pour n € N* on a

an(f) — ibn an(f) + ibn
() = 2O oy oy - ) l])
Et on peut calculer directement ces coefficients trigonométriques. Pour n € N on a
1 ™
an(f) == f(z)cos(nz)dz,
T™J—m
et pour n € N*,
1 s
bu(f) = = f(z) sin(nz) dx.
T™J-n

Dans ces notes, on a choisi de privilégier la représentation (3.1.9) plutot que (3.1.11)
pour la série de Fourier de f. C’est un choix arbitraire, il est tout a fait possible de faire
I'inverse. Typiquement, si on ne s’intéresse qu’a des fonctions a valeurs réelles.



3.1.5 Propriétés des coefficients de Fourier

Dans ce paragraphe on donne les propriétés de base des coefficients de Fourier définis
précédemment. La proposition suivante se montre avec de simples calculs :

Proposition 3.1.5. (i) L’application f € L. (R) — (c,(f))nez est linéaire. En outre

per
pourfeL,lwr etneZ ona

len (DI < £l

per ’

(ii) Si f € Ly est a valeurs réelles alors ag(f) = 2co(f) est réel et pour n € N* on a

cn(f) =culf), an(f)eR, by(f)eR.

. est paire alors by (f) = 0 pour tout n € N* et

(i) Si fe L,
VneN, a,(f)= 2 Jﬂ f(z) cos(nz) dx.
T Jo

Sife Léer est impaire alors an(f) = 0 pour tout n € N et

VneN*  by(f) = iJ:f(a:) sin(nx) dx.

(iv) Soient f € Léer(R) et xo € R. On consideére fy, : © — f(x + x0). Alors pour tout
nezZ on a

cn(feo) = einxocn(f)-

Les polynémes trigonométriques ont été choisis pour leurs bonnes propriétés vis-a-
vis de la dérivation. Cela sera lié au résultat suivant, qui montre que les coefficients de
Fourier des dérivées de f s’expriment simplement en fonction des coefficients de f.

Proposition 3.1.6. Soit k € N*. Soit f : R — C une fonction de classe C*. Alors pour
tout neZ on a

en(fP) = (in)fen(f).

Démonstration. Le cas ou k = 1 est une simple intégration par parties. Comme la
fonction z — e"* f(x) est 2m-périodique, on a

1 T
or ),
— ol @]+ o [ ine @) da

2 2 J_,

= incy(f).

e~ (1) da

en(f')

Le cas général suit alors par récurrence. O

En vue d’étudier la convergence de la série (3.1.9), la décroissance de la suite des co-
efficients ¢, (f) sera évidemment un élément important. La proposition suivante montre
que cette décroissance sera d’autant meilleure que la fonction f est réguliere. On a tout
de méme un résultat de décroissance méme sans aucune hypothese de régularité.



Proposition 3.1.7 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € Lpe Alors on a

re

ca(f) P 0.

Si de plus f est de classe C* pour un certain k € N*, alors

alf) =0 (InI™).

n—100

Bien entendu, via (3.1.10) ou par une preuve analogue a ce qui suit, on obtient un
énoncé analogue pour les coefficients a,(f) et by (f).

Démonstration. On commence par montrer le cas particulier. Si f est de classe C* alors
d’apres les propositions 3.1.6 puis 3.1.5 on a pour n # 0

’cn(f(k))’ Hf “L1

per
k k :

len(F)] =

] id

On considere maintenant une fonction f € Lpe,( ). Soit € > 0. Comme ’ensemble des
fonctions C'!' & supports compacts dans | — 7, 7[ est dense dans L'(—,7), il existe g de
classe C! et & support compact dans | — 7, 7[ telle que
1 (" €
— x)—g(x)| de < =.
3| 17w — gl dr <
On prolonge g par 2m-périodicité. Cela donne une fonction de classe C! et 2r-périodique,
que l'on note toujours g. D’apres ce qui précede, il existe ng € N tel que pour tout n € Z
vérifiant |n| = ng on a

€
< —.
enl9)] < 2
Pour un tel n on a alors
len (O < len(@)] + len(f) — en(g)] < + len(f —g)] < + If =9l <
D’ou le résultat. O

3.1.6 Exemples de calculs de coefficients de Fourier

Dans ce paragraphe on donne quelques premiers exemples de calculs explicites de
séries de Fourier. D’autres exemples apparaitront dans la suite du chapitre ou pourront
étre calculés en exercices.

On commence par remarquer que si f est un polynoéme trigonométrique, alors on a

S(f) = 1.
Ezemple 3.1.8. On considére la fonction 27-périodique f qui vaut 1 sur [0, 7[ et -1 sur
[—7,0[. Si on omet les multiples de 7 (qui ne jouent pas de role pour le calcul des
coefficients de Fourier), f est impaire. Autrement dit, f est égale presque partout a une
fonction impaire. Pour n € N on a alors a,, = 0 et

T . t .
b, = 2f sin(nz) dz — {O si n est pair,

4 . . .
™ Jo —— sl n est impair.

Ainsi on a
T 2m+1
m

8



Ezemple 3.1.9. On considere la fonction 27-périodique f telle que f(xz) = x pour tout
xz €] —m,m]. Alors f est (presque partout égale & une fonction) impaire. Pour n € N on
a alors a, = 0 et

T ™ us _1\n+1
— f vsin(nz) dz = 2 {_xcosmﬂf)} L2 f cos(na) | 2(=1)"
™

™ Jo n 07T0 n n

Ainsi on a

—1)"*+ sin(nz
S(f)) = 3, 2D s,

n
neN

On observe que pour ces exemples avec des fonctions a valeurs réelles, on est finale-
ment revenu aux coefficients trigonométriques pour les calculs.

3.2 Convergences ponctuelle de la série de Fourier

Dans cette section et dans les suivantes, on cherche dans quelle mesure le polynéme
trigonométrique Sy (f) est une bonne approximation de f quand N devient grand.

3.2.1 Noyau de Dirichlet

Pour N € N et x € R on définit le noyau de Dirichlet par
N .
Dy(z) = ), €.
n=—N

La raison pour laquelle on introduit cette quantité est qu’on a

N

N
4 1 (" .,
3 elfem = B o[ )y
n=—N n=—N -

1 v

2r ),

Sn(f)(x)

(3.2.1)

Dy (x —y)f(y) dy.
Ainsi, Sy(f) est le produit de convolution de Dy avec f.

Les propriétés de base de ce noyau de Dirichlet sont les suivantes.

Proposition 3.2.1. Soit N € N.
(i) La fonction Dy est paire.
(ii) On a
1 [~
Py f_ﬁ Dy (x)dz = 1. (3.2.2)

(iii) Pourx€R on a
Sin((2N;1)z)
Dy () = sin(3)
2N +1 st x € 21.

six ¢ 277, (3.2.3)



Démonstration. Le premier point est clair. Le second résulte de la proposition 3.1.4
appliquée avec f = Dy et n = 0 (en fait, il est plus rapide de refaire le calcul direct).
La troisieme propriété est claire pour x € 2xZ. Sinon

- 2N ' N ei(2N+1)m -1
__—iNzx wx\n _ _—itNzx
Dy(xz) =e ;0(6 ) =e —m 1
. i(2N+Dz  i(2N+1): i(2N+1)z
e—ZN"L’eZ 2 xT el 2 xT _ _Z 2 xT
= i iz iz
(] e2 —e 2
. 2N+1)x
sin <72
=
Sin (5)

N.B. : cette astuce de factoriser par I’angle moitié est a retenir. ..

3.2.2 Convergence ponctuelle

En utilisant les propriétés du noyau de Dirichlet, on peut maintenant montrer la
convergence ponctuelle de la série de Fourier d'une fonction C' par morceaux.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme de Dirichlet). Soit f une fonction 2r-périodique et C par
morceauz. Alors la suite de fonctions (Sn(f))nen converge simplement sur R et pour

tout re R on a
@) + )
N—+0o0 2 ’

Sn(f)(x)

ot f(x™) et f(xt) désignent les limites & gauche et & droite de f en x. En particulier,
si f est continue et C' par morceauz alors Sn(f) converge simplement vers f quand N
tend vers +00.

Démonstration. Soit x € R. On a

Su)(e) ~ LD LT ) =y - LI

Puisque Dy est paire on a

0
217TJ_ Dy (y)dy = %
d’ou
0 T 0
| ovre-pa -2 - L[ i@ - 1) ay
- 5= [ V@) - fah) dy
0
L (@N Dy St ) — f)
_27TL < 2 ) (@) Y

La fonction
fl@z+y) = fla*)

vy sin (%)

10



est continue par morceaux sur |0, 7| et admet une limite finie en 0, donc elle s’étend en
une fonction continue par morceaux sur [0,7]. D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue
(proposition 3.1.7), on obtient

1 (7 2N +1 — +
LT (@Y Dy fa ) - S N
27 ), 2 sin (%) N—>+a0
On obtient de la méme facon que
L (7 f(z7)
— | D —y)dy — .
- fo N -y dy =2
D’ou le résultat. O

Remarque 3.2.3. Attention, il existe des fonctions continues dont la série de Fourier n’a
pas de limite simple. Voir par exemple Iexercice 4 p. 264 de [Gourdon)].

3.2.3 Exemples d’applications pour des calculs de séries

Au dela de son intérét évident pour la théorie des séries de Fourier, le théoreme de
Dirichlet a déja des applications pour le calcul de sommes de séries numériques.

Ezemple 3.2.4. On considére sur R la fonction 27-périodique f telle que

562

Vee|—mr], flz)=1-=.

T2

On note que f est paire, donc b, (f) = 0 pour tout n € N*. On calcule

a _2F oY _4
"l ) 3

9 (7 2
an, = J cos(nz) (1 - 932> dx
™ Jo e

7

= . cos(nx)z? d

et, pour n € N*,

(double intégration par parties)
(_ 1)n+1 4
m2n?

Comme f est continue et C! par morceaux, on a pour tout = € R

2 2 4 _1n+1
1Y _ 7ZL

=_+

2 2 2

T 3 0w n
neN*

cos(nx).

Appliqué en x = 7 cela prouve que

3 1 _
neN* TL2 6

11



Appliqué en x = 0 cela donne

neN*

Ces deux résultats donnent également

5 11 D 1 (—)™\ =
(2n—1)2 2 neN*n2 o n? 8

neN*

Exercice 1. Soit f la fonction 27-périodique telle que f(x) = e* pour tout = € [—, 7[.
1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

1 —1)"
2. En déduire les sommes des séries Z 5 et Z (=1) .

2
e +1 e +1

3.2.4 Phénomene de Gibbs

On revient dans ce paragraphe sur 'exemple 3.1.8. Pour M € N on a

5 4Mlem (2m + 1)z)
2mlf) =2 2m + 1

m=0
D’apres le théoreme 3.2.2 on a
1 if z €]0,n[+27Z,
Sorm(f) ——— { =1 if x €] — m,0[+27Z, (3.2.4)

M—+0
0 ifz=0[n]

En particulier, la limite de Saps(x) est dans [-1,1] pour tout = € R. On observe pourtant
(voir figure 3.1) que

liminf ||S o) > 1.

liminf [ Sorr ()] oo )

En effet on peut calculer

T 4 M
Sam (2M) T

m=0 M
1 T o
4j sin(sm) ds — 2f sin(t) it
M—+w T Jg 25 m)y t

Or on peut vérifier (par exemple par approximation numérique) que

[N
0

t 2

Ce phénomene, qui n’est absolument pas en contradiction avec la convergence simple
rappelée en (3.2.4), est appelé phénomeéne de Gibbs, et doit étre pris en compte en
traitement du signal.

12



FIGURE 3.1 — S10(f) et Saoo(f)

3.3 Convergence au sens de Cesaro d’une série de Fourier

3.3.1 Suite d’approximation de I'unité

Comme pour le produit de convolution sur R, un élément neutre pour le produit
de convolution serait donné par une version 27-périodique d’une distribution de Dirac.
Une telle distribution ne peut étre donnée par une fonction, mais comme sur R on peut
utiliser une suite de fonctions régulieres approchant le comportement d’un Dirac.

Proposition 3.3.1. Soit (pn), oy une suite de fonctions 2m-périodiques, localement inté-
grables, a valeurs positives, vérifiant pour tout n € N

1 T
o) pn(z) dz =1,
et pour tout € €]0, [,
1 15
by J_E pn(z) dx — 1. (3.3.1)

Soit f une fonction continue et 2mw-périodique. Alors le produit de convolution (py * f)
est bien défini pour tout n € N et on a

H(pn*f)_fHoo—)O‘

n—-+0o0
En outre pour tout n € N on a |py * o < [If] -

Démonstration. Comme f est continue et 2m-périodique, elle est uniformément continue.
Pour n > 0 on note

w(n) = SUPR |f(21) — f(x2)]
|w1;x3322€|<77

Pour NeNetxzeRon a

(pn * £)(@) — f(2)] < = f puly) 1z — ) — ()] dy.

2 J_,

13



On a d’une part
% fﬁ pr(y) |f (@ —y) = [(z)] dy < % F pn(y)w(n) dy < w(n),

et d’autre part

1 1]
L pu() |F (@ — ) — f()] dy < L)e f ply) dy ——— 0.
27 Ji—r m\[—n.m] [, 7\ [—m.m] n—>+00

Soit € > 0. Il existe n €]0, 7| tel que w(n) < § puis, n étant ainsi fixé, il existe No € N
tel que
[l

pn(y)dy < -
2m J[m]\[n,n]

€
5"
Tout cela étant uniforme en z, on a alors pour tout N > Ny

”(Pn*f)_f”oogg‘

Cela prouve que (py, * f) converge uniformément vers f. Pour la derniére assertion on
observe simplement que pour tout z € R on a
o gy < Ml [T
[(pn * f)(2)] < pry) 1 f(z =)l dy < = pn(y) dy = || -

27 —r —T

3.3.2 Théoréeme de Fejér

On a mentionné le fait que la suite de polynémes trigonométriques (Sn(f))nen pou-
vait ne pas converger vers f, et ce méme dans le cas plutot agréable ou f est continue.
On construit dans ce paragraphe une nouvelle suite de polynémes trigonométriques qui
non seulement converge bien simplement vers f lorsque f est continue, mais qui converge
en fait uniformément vers f (une telle amélioration n’est évidemment pas possible si f
n’est pas continue).

L’idée est de considérer la moyenne au sens de Cesaro de la suite (Sy(f))nen. Pour

N € N on pose
N

-1
>, Salf)-
n=0

On observe que on(f) n’est autre que le produit de convolution de f avec le noyau

N-1
2, Dn

=0

on(f) = ~

=

Ky =

2|~

3

(voir Figure 3.2).

Théoréme 3.3.2 (Théoreme de Fejér). Soit f une fonction 2mw-périodique continue. Alors
on(f) converge uniformément vers f sur R quand N tend vers 4.

Le théoreme 3.3.2 est conséquence de la proposition 3.3.1 et du résultat suivant.

14



FIcUure 3.2 — Ky

Proposition 3.3.3. La suite (K,), . est une suite d’approzimation de l'unité 2m-périodique
(elle vérifie les hypothéses de la proposition 3.3.1).
Démonstration. D’apres (3.2.2) on a
1 (™
),

1 NS
En(2) do = + ngo o L Dy (z)dz = 1. (3.3.2)

D’autre part, d’apres (3.2.3), on obtient pour z € R\27Z,

| N=lsin (M) 1 N-1 o
K,(z) = — : = - Im (e’mel?) .
N ~=  sin (%) Nsin (%) =
Or
N-1 i : N
Z emxei% _ ez% ez]‘Vz —1 _ Sin (Tz)e”;z
e er—1  sin(y)
donc
Nz
sin (5%
w(r) = (5 )2 (3.3.3)
N sin (%)
On observe en particulier que Kn(z) = 0 pour tout z € R. Enfin pour € €]0, 7[ on a
1

sup K,(z) <
e<|z|<T

0
nsin(§) no+oo

15



ce qui assure en particulier que la suite (K,),, oy vérifie la propriété (3.3.1). O

Remarque 3.3.4. D’apres la proposition 3.3.1 on a |on(f)|l o) < | f] L= ®) pour tout
N e N. C’est a comparer au phénomene de Gibbs, évoqué au paragraphe 3.2.4.

Le théoreme 3.3.2 n’est pas a proprement parler un résultat sur la série de Fourier
de f. On en déduit tout de méme le résultat suivant.

Corollaire 3.3.5. Soit f une fonction continue et 2m-périodique. Soit x € R. Si la suite
(Sn(f)(x))nen converge, alors la limite est nécessairement f(x).

On rappelle que méme pour une fonction continue, la série de Fourier ne converge
pas forcément en tout point. Néanmoins, ce que dit ce corollaire est que si elle converge
vers quelque chose en un point x, c’est nécessairement vers la limite attendue, a savoir
f(z). C’est déja ga. On note que ce n’est pas le cas pour la série de Taylor d’une fonction
réguliere au voisinage d’un point, qui peut converger ponctuellement vers autre chose
que la fonction de départ.

3.3.3 Premieres conséquences du théoreme de Fejér

Le théoreme de Fejér montre que toute fonction continue et 2mw-périodique peut
étre approchée uniformément par une suite de polynoémes trigonométriques, méme si on
ne peut pas forcément utiliser la suite (Sy(f)) attendue. Ce résulat est analogue au
théoreme de Weierstrass pour les polynémes usuels sur un segment de R.

Théoréme 3.3.6 (Théoreme de Weierstrass trigonométrique). Pour toute fonction f
continue et 2mw-périodique sur R, il existe une suite (Pp)nen de polynomes trigonomé-
triques qui converge uniformément vers f Autrement dit, [’ensemble des polyndémes tri-
gonométriques est dense dans l’espace des fonctions continues et 2mw-périodiques.

A ce stade on n’a pas encore établi de correspondance bien claire entre les fonctions et
leurs suites de coefficients de Fourier. Le théoreme de Fejér assure tout de méme qu’une
fonction continue et 27-périodique est completement caractérisée par ses coefficients de
Fourier.

Proposition 3.3.7. Soit f une fonction continue et 2mw-périodique telle que cn(f) = 0
pour tout n € Z. Alors f est nulle.

Démonstration. On a on(f) = 0 pour tout N € N. Or, d’apres le théoreme 3.3.2, on(f)
converge uniformément vers f. Cela implique que f = 0. O

3.4 Théorie L? des séries de Fourier

Pour une fonction mesurable et 27w-périodique de R dans C on note

1

I3, = (;ﬂ [ wer dx>2 |

On note alors Lger I’ensemble des fonctions mesurables et 27-périodiques de R dans
C telles que |f|;2 < 400, quotienté par la relation d’égalité presque partout. Pour
per

f,g€ Lger on pose

gy = 2 7 f)g@) de. (3.4.1)

T on o
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1

On note que Lger C Lpers

avec injection continue.

Proposition 3.4.1. L application définie par (3.4.1) est un produit scalaire sur L,,. En

per-
outre Lger est complet pour la morme associée. Ainst, Lger muni du produit scalaire

(3.4.1) est un espace de Hilbert.

Proposition 3.4.2. La famille (ey,)nez est une base hilbertienne de Lger.

Démonstration. La famille (e, )nez est dénombrable est elle est orthonormée d’apres le
lemme 3.1.3. D’apres le théoreme 3.3.6, on sait que I’ensemble des polynémes trigono-
métriques est dense, au sens de la norme uniforme et donc dans L%e,, dans ’ensemble
des fonctions continues et 2m-périodiques. Par ailleurs, on sait que les fonctions conti-
nues & supports compacts dans | — 7, 7[ sont denses dans L?(—, 7). Par prolongement
périodique, on obtient que les fonctions continues et 27-périodiques sont denses dans

Lﬁer. Finalement, les polyndémes trigonométriques sont denses dans Lger. ]

On observe que pour f € L,Z)er etneZona

Cn(f) =:<f,€n>7

de sorte que Sy (f) n’est autre que le projeté orthogonal de f sur le sous-espace vectoriel
engendré par la famille {e_y, ..., ex}. En particulier, pour tout N € Non a Sy(f) € Lger
et

ENGIR®

per ’

On déduit également de la théorie générale des espaces de Hilbert les résultats suivants.

Proposition 3.4.3 (Convergence au sens de la norme quadratique de la série de Fourier).

Pour tout f e Lﬁer on a

I1f = Sx (Dl g, ——0.

er N—>to0

Proposition 3.4.4 (Identité de Parseval). Pour tout f € Lﬁer on a

1£172, = 2] lea(f)-

neZ

Remarque 3.4.5. Avec les coefficients trigonométriques on obtient

2
13, = D0 LS (au(nP + atr)?).

neN*

Remarque 3.4.6. Pour f,g € Lger on a également

neZ

On observe que I'identité de Parseval redonne dans le cadre L? le lemme de Riemann-
Lebesgue (voir la proposition 3.1.7).

Corollaire 3.4.7 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour tout f € Lge, on a



On note enfin que l'identité de Parseval permet également de calculer des séries
numériques.

Ezemple 3.4.8. On reprend les calculs de ’exemple 3.2.4. Alors 'identité de Parseval

donne i )
8 1 T 4 1 16
2 - 12 Vde ==+ = -
15 2r ,r< w2> v 9+2neZ it
et donc

1
yL-T
neN*

3.5 Convergence normale des séries de Fourier

On a montré & la section 3.2 que la série de Fourier d'une fonction C' par morceaux
converge ponctuellement, puis on a montré a la section 3.3 que la série de Fourier d’une
fonction continue converge uniformément au sens de Cesaro. C’est en cumulant ces deux
propriétés qu’on obtient une « bonne » convergence de la série de Fourier, a savoir la
convergence uniforme (en fait, normale) de la série vers la fonction de départ. Pour cela,
on utilisera l’identité de Parseval obtenue en utilisant le point de vue Hilbertien pour
les séries de Fourier.

On commence par généraliser le résultat de la proposition 3.1.6 pour une fonction
qui n’est pas tout a fait de classe C.

Proposition 3.5.1. Soit f une fonction 2m-périodique, continue, et C' par morceaux.
Alors [ est bien définie presque partout, elle définit une fonction dans Léer, et pour tout
neNona

en(f') = inen(f).
Démonstration. Soient k € N et ag,...,ax € [—m, 7] tels que —7m = ag < a1 < -+ <
ap = 7 et pour tout j € [1, k] la restriction de f & |a;_1,a;[ s’étend par continuité en
une fonction C! sur [a;_1,a;]. Pour n € Z on a alors

enll’) = o Z f e~ f(z) d

1 & in o (%
_ 272 (6 majf ina; lf(aj 1)) _‘_ﬂ—ZJ“ e—mzf( )
=1 j=1va;-1
mn : “ einw
“m Y f )
= inc(f). O

Proposition 3.5.2. Soit f une fonction 2m-périodique, continue, et C' par morceaux.
Alors la série de Fourier de f converge normalement vers f.

Démonstration. D’apres la proposition 3.5.1, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'identité
de Parseval (proposition 3.4.4) on a

C
S leatn) < 3 1l S e <[ S 5 1F ]
’n’ Lper
nez* nEZ* neZ* nez* nEZ*
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Cela prouve que la série de Fourier de f converge normalement. D’apres le corollaire
3.3.5, la limite est nécessairement f, et la démonstration est compléte. O

3.6 Fonctions T-périodiques

Soit T' > 0. Si T est une fonction T-périodique, alors la fonction

oes(3)

est 2m-périodique. On pose

T
crn(f) = % Jz efm%f(x) dr, VnezZ,
2
T
arn(f) % 2T f(zx)cos <27m:c) dr, VneN,
2
T
braf) = 2 [, soysin (P20 o e,
2

Ce sont exactement les coefficients de Fourier de g tels qu’on les a définis précédemment.
De méme, on pose

N

Stv(H@) = ] wMﬁJT“=?iﬁfmvam(ﬁW>+anﬂnG@?>)

n=—N

Ainsi, en appliquant & ¢ tous les théoremes de convergence pour les séries de Fourier,
on obtient des résultats analogues pour la convergence de St n(f) vers f.

On note L2T I’espace des fonctions localement intégrables et T-périodiques, quotienté
par la relation d’égalité presque partout. C’est un espace de Hilbert pour la norme définie
par

1 (2
13 = 7 |, 1#@) da

_r
2

2iTnx

La famille des fonctions er,, : * = e T pour n € Z est alors une base Hilbertienne
pour cette espace et ¢, (f) = (f, er,n). En particulier I'inégalité de Parseval s’écrit

1£1Z2 = 2] lemn()I?

neZ

Pour alléger les notations, on peut éventuellement noter w la pulsation 2%

3.7 Exemples d’applications des séries de Fourier

3.7.1 Equation de la chaleur sur le cercle

On a motivé les séries de Fourier par la résolution d’équations aux dérivées partielles
pour des fonctions périodiques (fonctions sur le cercle), et en particulier I'’équation de la
chaleur. On montre maintenant qu’on a effectivement atteint cet objectif.
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Théoreme 3.7.1. Soit ug € Lger. Alors il existe une unique fonction u € C*(R% x R),
2m-périodique par rapport a x € R, telle que

Vi > 0,VexeR, dwu(t,x) = Oppu(t,z) (3.7.1)
et
[utt, ) = uollzz, —=50- (3.7.2)

En outre, u est de classe C* sur R% x R.

Démonstration. ¢ On suppose que u est une solution. Soit ¢ > 0. Puisque u(t, -) est C2
et 2m-périodique on a .
VeeR, u(t,x)= Z cn(t)e™,

neZ

ou pour n € Z on a noté

1

en(t) = o

J e My(t, ) da.

En outre, d’apres la proposition 3.5.2, la convergence de la série est normale. Soient
neZett>0. Comme u est de classe C' sur le compact [%, 2t] X [—m, 7], on obtient
par le théoreme de dérivation sous l'intégrale que la fonction ¢, est dérivable en t et

T

1 :
e " 0rpu(t, x) da.

. (t) = f e M ou(t, ) de =
2 J_,

o
D’apres la proposition 3.1.6 on a alors

c(t) = —n’cy(t).

n

On en déduit qu’il existe ¢, € C tel que pour tout t > 0 on a

cn(t) = cne 1,

On note ¢, (0) les coefficients de Fourier de ug. D’apres I'identité de Parseval (proposition
3.4.4) on a

2, len(t) = ea(0)* = Jlu(t, ) — uols, — 0,

per  t—0
nez

donc ¢, = ¢,(0) pour tout n € Z. Ainsi pour t >0 et x € R on a

Zf @Dy (y)e ™t dy. (3.7.3)
nEZ -
Soient t > 0 et x € R. Comme

>/,

nezZ >~

™M@y (y)e” ’ dy < 40, (3.7.4)

on peut intervertir série et intégrale et écrire

. 1
u(t, @) = 5= f e ety (yydy = —— | K (t,x — y)uo(y) dy,

s nez —T



ou pour t >0 et z € R on a noté

K(t,z) = Z einren’t,

nezZ

Cela prouve que le probleme (3.7.1)-(3.7.2) admet au plus une solution.
e Inversement, montrons que la fonction v ainsi définie est bien solution. Pour n € Z,
t>0et xeR on pose

K,(t,z) = Tt

Cela définit une fonction de classe C* sur R% x R. Soit @ > 0. Pour j,k e N et (t,x) €
[a, +0[xR on a

i Ak

‘ 0 _ n2j+kefn2a.

Le majorant ne dépend pas de (¢,z) et est le terme général d’une série convergente
D’apres le théoréme de dérivation terme a terme appliqué sur [a, +00[ xR pour tout a >
0, on obtient donc que K est de classe C* sur R% xR et pour j, k€ Net (¢t,z) e Rf xR
on a

ﬁik[((t .T}) _ Z (—n2)j(in)keinxe_”2t
otl ok ’ '
ne’
En particulier,
O K = 0. K.

Pour tout y € [—, 7] la fonction (t,z) — K(t,z —y)uo(y) est de classe C* sur R% x R.
En outre, pour a > 0 et j,k € N il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ > a, x € R et
y € [—m, 7] on a

o7 ok

‘atjaka(t’f” - y)uo(?/)‘ < Cluo(y)] -

Par le théoréme de dérivation sous I'intégrale, on en déduit que u est de classe C* sur
R% x R et que pour tous j, k€ Net (t,2) e Rf x Ron a

7 ok 1 (™ itkK
i agpube) =5 | oo pte— dy.
ot (9a:ku< ) 21 ). atygxk( ;@ —y)uo(y) dy
En particulier,
Ottt = OpzUl.

Il reste & montrer (3.7.2). Pour £ > 0 on note ¢, (t), n € Z, les coefficients de Fourier
de u(t,-). On note également ¢,(0), n € Z, ceux de ug. Soient ¢ > 0 et x € R. On a
toujours (3.7.4). Par intervertion série-intégrale on retrouve ’expression (3.7.3) pour u.
On en déduit que pour tout n € Z on a

en(t) = e " tey (0).
Par I'identité de Parseval,

[u(t, ) = uolFz, = 3 (1 =€) [ea(0)].

neZ
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Pour tout ¢ >0 et n € Z ona (1— e_"2t)2 len (0)]? < |en(0)]?, et la série D neZ len (0))?
converge par l'inégalité de Parseval. Par le théoréeme de convergence dominée on obtient
que

. 2
lim fu(t, ) — uol7y, = 3 lim (1 — ™) |en (0) = 0.

nez

Cela conclut la démonstration. O

Remarque 3.7.2. Avec les notations de la démonstration on observe que pour tout ¢ > 0

on a
2 —2n2 2
ut. Vs, = 3 e feu O < 3 Jea(0)? = Juol -

nez nez

3.7.2 Inégalité de Wirtinger

Proposition 3.7.3. Soient a,be R avec a < b. Soit f une fonction de classe C' de [a,b]
dans R. On suppose que f(a) = f(b) et SZ f(x)dx = 0. Alors on a

f: @) da < (b;T)fb @)

Démonstration. Pour x € [0,27] on pose

o) - 1 (o 052

Cela définit une fonction g de classe C'* sur [0, 27] telle que g(0) = g(27) et So x)dr =
0. g se prolonge alors en une fonction 2m-périodique sur R, continue et C par morceaux.
On note (¢p)nez ses coefficients de Fourier. D’apres la proposition 3.5.1, les coefficients
de Fourier de ¢’ sont les inc,, n € Z. D’apres 'identité de Parseval on a

1 21 9 2 9
— | 9@ dz = ) fen]
2m 0 neZ
et
1 27 , 9 ) 5
o g (z)| dszn len|”
0 nez

En outre on a

donc

27 27
J lg(x) 2 dx < J |g'(x)|2 dz.
0

(b a)y . ]

D’ou le résultat apres le changement de variable z = a + =
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3.7.3 Inégalité iso-périmétrique

Proposition 3.7.4. Soit «y : [0,27] — C une fonction de classe C* telle que v(0) = v(27)
et |[¥'(t)] = 1 pour tout t € [0,27] (v est une courbe fermée paramétrée par longueur
d’arc) . On note

1 2m

A V() (t) dt

(A est Uaire algébrique du domaine enlacé par la courbe 7). Alors on a
Al <.
avec égalité si et seulement si vy décrit un cercle.

Evidemment, ce résultat n’a de sens que si on peut interpréter géométriquement les
quantités impliquées (voir en particulier le théoreme de Green-Riemann).

Démonstration. Quitte & remplacer v par t — (27 —t) (ce qui revient & changer le sens
de parcours de la courbe), on peut supposer que A > 0. On étend v en une fonction
2m-périodique de R dans C, qu’on note encore . Alors « est 2m-périodique, continue et
C'! par morceaux. On note ¢,, n € Z, ses coefficients de Fourier. D’apres la proposition
3.5.1, les coefficients de Fourier de 4’ sont alors donnés par inc,, n € Z. D’apres I'identité
de Parseval (voir la remarque 3.4.5), on a alors

s —_—— 2
A= —,ch—mcn =772n|cn] .
7
nez nez
Par ailleurs on a

1 21

1 "y’(t)|2 dt = Z n?|en|?.

2m 0 nez

Cela prouve que A < 7. En outre on a égalité si et seulement si

Z nle.l* = Z n?|e,|*.

nez nez

Ce n’est possible que si ¢, = 0 pour n ¢ {0,1}. Dans ce cas, pour tout ¢t € [0,27]
on a y(t) = co + cre. Ainsi  décrit le cercle de centre ¢y et de rayon |ci| (qui est
nécessairement égal & 1 puisque 1 = |7/(¢)| = |e1|). O
3.7.4 Formule sommatoire de Poisson

Pour f € S(R) (fonction de classe C* telle que z — 7 f(*) () est bornée pour tous
J,k € N) et £ € R on note

f(&) = JR e f(x) da
(c’est la tranformée de Fourier de f).

Proposition 3.7.5. Soit f € S(R). Alors on a

3 flenn) = o 3 fn).
& nez

neZ
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En fait, il est suffisant de supposer que f : R — C est continue, intégrable, qu’il
existe a > 1 et C' > 0 tels que

C

VH?GR, |f($)| < m

(3.7.5)

(ce qui assure en particulier que la série du membre de gauche est convergente) et

DIFn)] < +oo.

nez

Démonstration. Pour n € Z et x € R on pose f,(z) = f(x + 2mn). f, est alors une
fonction continue sur R. Soit R > 0. Pour |n| = R et x € [-R, R] on a d’apres (3.7.5)

C C

oS T ale S Tl - R

Comme a > 1, la série 3} - C(1 +n — R)* converge, donc la série >, , f, converge
normalement sur tout compact de R. En particulier, sa somme S est continue sur R. En
outre pour x € R on a

Sz +2m) = Z fn(z +2m) = Z frr1(@) = S(2),

neZ neZ

donc S est 2m-périodique. On note (¢, )nez ses coefficients de Fourier. Pour n € Z on a

1 2m )
Cp = — e Z fn(x) da.
0

2 nez

Puisque la série } _, fn converge normalement sur [0, 2], on peut intervertir série et
intégrale, de sorte que

1 2w ) 1 ) A
Cn = — 2 J e " f(x+2mn)de=— | e "™ f(x)dx = M
2m = Jo 21 Jr 27

Enfin, on a ), [en] = 5= Yz |f(n)] < +o0, donc la série de Fourier de S converge

normalement (vers S, car S est continue). En particulier on a

S(0) = Y en = % S fn).

neZ nez
D’oti le résultat. O
On donne maintenant une application de la formule sommatoire de Poisson. Pour
t > 0 on pose ,
o) = > et

meZ

La fonction 6 est une fonction spéciale qui apparait dans certains problémes (par exemple
I'étude de la fonction ¢ de Riemann).

Proposition 3.7.6. Pourt > 0 on a



Démonstration. Soit t > 0. Pour x € R on pose

ta?
fla) = e
Alors f est dans S(R) et pour tout £ € R on a (voir le calcul de la transformée de Fourier

d’une Gaussienne) :
2 2 _xe?

f(ﬁ)z\*/ie t.

D’apres la formule sommatoire de Poisson on a alors

60 = 3, femn) = 5 3 ) = 26 ().

nez neZ

25



	Séries de Fourier
	Série de Fourier d'une fonction périodique
	Fonctions périodiques
	Produit de convolution des fonctions périodiques
	Polynômes trigonométriques
	Série de Fourier d'une fonction périodique
	Propriétés des coefficients de Fourier
	Exemples de calculs de coefficients de Fourier

	Convergences ponctuelle de la série de Fourier
	Noyau de Dirichlet
	Convergence ponctuelle
	Exemples d'applications pour des calculs de séries
	Phénomène de Gibbs

	Convergence au sens de Cesàro d'une série de Fourier
	Suite d'approximation de l'unité
	Théorème de Fejér
	Premières conséquences du théorème de Fejér

	Théorie L2 des séries de Fourier
	Convergence normale des séries de Fourier
	Fonctions T-périodiques
	Exemples d'applications des séries de Fourier
	Équation de la chaleur sur le cercle
	Inégalité de Wirtinger
	Inégalité iso-périmétrique
	Formule sommatoire de Poisson



