Chapitre 3

Formule de Green

Le but de ce chapitre est de démontrer la formule de Stokes, qui généralise en di-
mension d = 2 le théoreme fondamental de I’analyse reliant en dimension 1 les notions
d’intégrales et de primitives. Notre principale motivation ici est la formule de Green qui
généralise elle la formule d’intégration par parties.

Comme souvent, pour faire des calculs d’intégrales en dimension supérieure, on ap-
plique le théoreme de Fubini pour se ramener a des intégrales en dimension 1. Par
exemple, si on se donne sur R? deux fonctions v et v de classe C', dont I'une au moins
est a support compact, il n’est pas difficile de voir que

JRQ(ﬁxlu)vdm __ J w (0, 0) da.

RQ

En effet, pour x5 € R fixé, on a par intégration par parties sur R (il n’y a pas de termes
de bord car la fonction (uv)(-, x2) est nulle en dehors d’un compact de R)

J O, u(z1, z2)v(21, 29) dT1 = f u(x1,x2) 0z, v(21, T2) dy.
R R

Il reste a intégrer cette égalité par rapport a xo pour conclure. Et le raisonnement vaut
en fait en dimension d quelconque et pour n’importe laquelle des dérivées partielles.

Considérons maintenant un ouvert Q de R%. Le raisonnement précédent vaut encore
pour des fonctions u et v de classe C'' dont une au moins est & support compact dans
Q. Puisque u ou v s’annule pres de la frontiére de €2, il n’y a toujours pas de termes de
bord dans les intégrations par parties. Finalement, on obtient assez facilement le résultat
suivant.

Proposition 3.1. Soient Q un ouvert de R% et u,v des fonctions de classe C' sur
dont une au moins est a support compact. Alors pour j € [1,d] on a

Jﬂ(&mju)vd:c = —Jﬂu(ﬁmjv) dx.

Les ennuis commencent lorsqu’on consideére des fonctions u et v qui ne sont pas nulles
pres de la frontiere de €. Et encore, si on a un paramétrage simple de 'ouvert €2, on
peut refaire le méme raisonnement que précédemment, avec des termes de bord. Par
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exemple, si Q est le disque unité ouvert de R?, alors pour tout y €] — 1, 1[ on calcule

2

1-y
f Ozu(w, y)v(z,y) dx
r=—1/1—y?

1-y
= (uv)( 1— y2,y) — (uv)( —+/1— yQ,y) —f u(z,y)ov(z,y) dx.

z=—1/1-y2

En intégrant par rapport a y €] — 1, 1] on obtient

g Ozu(z, y)v(z,y) de dy

1
= f ((uv)( 1—y%y) — (w)(—+/1- y2,y)) dy — HU(JS Y)0zv(z,y) da dy.
y=-1 S

Le but de ce chapitre est de comprendre le premier terme du membre de droite. Sans
surprise, on observe qu’il fait intervenir les valeurs de u et v sur le cercle unité de R?,
soit le bord de ). Ainsi il s’agit d’une intégrale sur un cercle.

Plus généralement, une formule d’intégration par parties sur un ouvert €2 fera né-
cessairement intervenir une intégrale sur le bord J€2 de ). On se placera dans le cas
favorable olt 0f) est une sous-variété suffisament réguliere de R?. Comme sur n’importe
quel ensemble, on peut munir une sous-variété de R4 d’une structure d’espace mesuré
et construire l'intégrale correspondante. Dans la premiére partie de ce chapitre on éten-
dra a ce contexte l'intégrale de Lebesgue. Le cahier des charges est le méme que dans
I’espace euclidien. Sur une courbe, on veut que la mesure de Lebesgue étende la notion
de longueur, pour une sous-variété de dimension 2 la mesure de Lebesgue doit étendre
la notion de surface, etc.

Une fois ce travail effectué, on pourra reprendre la formule d’intégration par parties
et voir le terme de bord comme une intégrale sur 02 muni de sa mesure de Lebesgue.

Pour k € Nu{co} on note C®(Q2) 'ensemble des restrictions a 'ouvert €2 des fonctions
de classe C* sur R%. Dans tout ce chapitre on note e = (e1,...,eq) la base canonique
de R4,

3.1 Mesure de Lebesgue sur une sous-variété de R

3.1.1 Hypersurfaces de R¢

Définition 3.2. Soient S une partie de R? et k € N* U {oo}. On dit que S est une
hypersurface de classe C* si pour tout w € S il existe un voisinage V de w dans R¢ et
une application F : V — R de classe C* telle que VEF(w) # 0 et S nV = F~1({0}).

Ezemples 3.3. — Soit v € R {0}. Alors 'hyperplan H = Vect(v)! est une hyper-
surface de classe C* dans R%. Pour F on peut considérer la fonction qui & = € R?
associe z - v (elle convient globalement, au voisinage de tout w € H on peut
vérifier la définition avec V = R?).

— On consideére la sphere

Sd_l={xz(ml,...,:pd)ERd|x%+~--+l‘3=1}.
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Alors S%1 est une hypersurface de classe C* dans R? (considérer la fonction
F:(z1,...,24) = 23 +---+2%—1). Pour tout r > 0 on peut considérer de méme
la sphere de rayon 7 :

Sgil:{a:z(xl,...,a:d)eRd|x%+~--+m3=r2}.

— Soient O un ouvert de R~ et ¢ une fonction de classe C* (k € N* U {c0}) de O
dans R. Le graphe de ¢ est alors

I'={(z,p(z') e O xR,2’ € O}.
C’est une hypersurface de classe C* dans R%. Pour le voir on considére la fonction

F{ OxR — R,
| (@)~ mg— ().

Le cas du graphe sera particulierement confortable pour les calculs & venir. Le théo-
reme des fonctions implicites assure que, localement au voisinage de chacun de ses points,
toute hypersurface peut en fait étre vue comme un graphe (quitte a changer la base de
R avec laquelle on travaille).

Définition 3.4. Soient I' une partie de R? et k € N* U {c0}. On dit que I est un graphe
de classe C* 'l existe une base orthonormée 8 = (B, ...,0H4) de R? un ouvert O de
R~ et une application ¢ : O — R de classe C* tels que I est le graphe de la fonction
¢ dans R? muni de la base 3. Cela signifie que S est I'image de O par

P : { o - R,
| (@1, xm1) o @i+ 21 Ba—1 ez, 2-1) B

On dit alors que @ est un paramétrage de I

Proposition 3.5. Soit k € N* U {o0}. Un graphe de classe C* dans R? est une hyper-
surface de classe C*.

Démonstration. On reprend les notations de la definition 3.4. On note

d
V= {Z Scjﬁj,($1,...,ﬂjd_1) eO,xdeR},

j=1
et pour x € Vet x1,...,29 € R tels que x = Y x;3; € V (écriture unique) on pose
F(x) =xzq—o(x1,...,2q-1)-
Alors F' vérifie toutes les conditions de la définition 3.2. O

Proposition 3.6. Soient S une hypersurface de R¢ et w e S. Il existe un voisinage V
de w dans R? tel que S NV est un graphe.

Démonstration. Soient }V un voisinage de w et F : V — R tels que donnés par la
définition 3.2. Il existe j € [1,d] tel que d,; F(w) # 0. On construit une base orthonormée
(B, ..., Bq4) de R? en réordonnant les vecteurs de la base canonique (e1, .. ., eq), de sorte
que f4 = e;j. On note alors (y1,...,yn) les coordonnées d’'un point y € R? dans cette
base. Ainsi on a 0y, F(w) # 0. D’apres le théoreme des fonctions implicites on obtient
que, quitte & réduire V, S NV est bien un graphe de classe C*¥ dans R munit de la base

B. O

Année 2021-2022 51



M1 ESR - Distributions - Fourier

Ezxemples 3.7. — On consideére la spheére S? de R3. S? n’est pas un graphe, mais
chaque demi-sphere est bien un graphe. Par exemple, la demi-sphéere
S? A {z = (z1,z2,23) | 23 > 0} (3.1)

est le graphe de 'application

D — R
o { (z1,22) — 1—af — a3 (32)

ot on a noté¢ D = {(z1,x2) € R?|2% + 23 < 1}. Un graphe n’est pas nécessaire-
ment le graphe d’une fonction exprimant la derniére coordonnée en fonction des
autres. Quitte a réordonner les vecteurs de la base canonique, on peut aussi voir
I’ensemble
ST —{:EES2|:17 <0}
1 = 1

comme un graphe. On a

S1 = {p—(x2,73)e1 + w2e2 + w303, (T2, 73) € D},

p—(x2,23) = —(1 — a3 — 7).
Pour se conformer au cadre de la définition 3.4, il suffit de changer de base. En
effet, si on considere la base 8 = (S, B2, 83) = (e, e3,e1) alors on a aussi

ST = {181 +y2B2 + o (y1,92)B3, (v1,y2) € D} .

Proposition-Définition 3.8 (Plan tangent et vecteur normal). Soit I' un graphe de
classe C'. Soient 3, O, ¢ et ® comme a la définition 3.4. Soient w € ' et 2’ € O tel que
w = d(a').
(i) Le plan tangent T,,I" & I' au point w est I'image de la différentielle d,®. C’est un
hyperplan de R¢.

(i) On appelle vecteur normal & I’ en w un vecteur v € R% orthogonal & T,,I". On dit
de plus que v est unitaire si |[v|| = 1.

Démonstration. Montrons que la définition de T3,I" ne dépend pas du choix de (5, O, ¢).
On suppose que v = (71,...,7q) est une base orthonormée de R?, que O est un ouvert
de R et que ¥ € Cl((’) R) est telle que T" est egalement le graphe de ¥ dans la base
7, cest-a-dire I'image de ¥ : O — R?, o pour ' = (Y1,---,Yd—1) € O on a posé

d—1
) =Yy + ()
j=1

Cette application ¥ est de classe C! sur O’ et réalise une bijection de @’ dans I'. Si on
note II la projection orthogonale de R? sur I’hyperplan engendré par (vi,...,yq4—1) (il
s’agit d’une fonction de classe C™), alors la réciproque de @ est la restriction a I" de II. On
note © = U1 o®. Cela définit une bijection de @ dans ©. Comme on a aussi © = I1o®,
O est de classe O sur O. Soient 2’ € O, w = ®(z') et ¢ = O(2') = ¥ H(w) e O. On a

Im(dy ®) = Im (dy (¥ 0 0)) = Im (dy ¥ 0 dy©) < Im(dyy V).

De méme on a Im(d,¥) c Im(dy®). Dot Im(d,®) = Im(d,¥), ce qui assure que la
définition de T,,I" ne dépend pas du choix d’un paramétrage. En outre, le sous-espace
Im(d, ®) est engendré par les vecteurs

0P
1<j<d—-1,
fo ) =i 3@ 1<
qui sont linéairement indépendants, donc Tl est de dimension d — 1. ]
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Remarque 3.9. Les deux vecteurs normaux unitaires a I' en w sont donnés par

1 oy
v(w) = . —(2")B;j — Ba (3.3)
L+ [[Vep(2')]|

et son opposé —v(w).

Remarque 3.10. Montrons qu’avec les notations de la démonstration précédente, on a

det(dy©) = det (0, ®(2'), ..., 0z, , ®(3'),7a). (3.4)
Pour j € [1,d] il existe aj1,...,a;q € R tels que §; = Zzzl a;j Yk On a alors
d
Oz, (") = B + 0z, 0( Z ajk + O, (2 )aa k) Ve,

d’ou

det,, (6551(1)(1‘/), e 6xd_1<I>(x/), 'yd)

ai1 + agq10qz, (') .. ad—1,1 + @10z, ,o(z") 0
_ : / : o (35)
aid—1+ Oéd,d—15z1 ') ... ad—1,d-1 T O‘d,d—lawdﬂ@(w) 0
ard + ag a0z, (') ... ag—1,d + g a0z, p(x') 1
D’autre part pour '’ € O on a
d—1
®(z') = Y ;B + p(a’)Ba
7=1
d—1 d
Z Z ajk Ve + (T Zadk'Yk
d [d—1
=) (Z Tjaj, + (T )%,k) Vks
k=1 \j=1
donc si on note y' = ©(a’) alors pour k € [1,d — 1] on a
d—1
yp = Z zjajk + o(@')aq-
j=1
D’ou
ai1 + ag10z 9(2') e ag—1,1 + 04,10z, ,
det(d,©) = : : - (36)
a1 d—1+ agda—10z, (') ... ag—14-1+ add—10z, ,

En développant (3.5) par rapport & la derniére colonne, on obtient que (3.5) et (3.6)
coincident, ce qui prouve (3.4).
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3.1.2 Mesure de Lebesgue sur une hypersurface

Dans ce paragraphe on définit la mesure de Lebesgue d’une hypersurface de R%. Cela
généralise la notion de longueur d’une courbe de R? et de surface pour une surface de R3.
On pourrait de facon plus générale définir la mesure de Lebesgue sur une sous-variété
de R? de n’importe quelle dimension (par exemple, la longueur d’une courbe de R?).

Exercice 1. Montrer que la mesure de Lebesgue dans R¢ d’une hypersurface est tou-
jours nulle.

On commence par définir la tribu borélienne d’une hypersurface. On commence par
munir S de la topologie induite par la topologie usuelle de R?. Cela signific que les
ouverts de S sont les ensembles de la forme S n O ol O est un ouvert usuel de R%. On
peut alors munir S de la tribu borélienne B(S) correspondante. On peut alors vérifier
(exercice) que

B(S) = {S ~nB,Be B(Rd)} .

D’apres la proposition suivante on a également
B(S) = {B e BRY)|B s} .

Proposition 3.11. Soit S une hypersurface de classe C' dans R%. Alors S est un
borélien de R,

Démonstration. On note B = S\S. Si B = ¢, alors S est fermée dans B(R?), c’est donc
en particulier un borélien. Si B # J alors pour n € N* on pose

1
Sp = {x € S|dist(x, B) > n}
Alors S, est fermé (et donc borélien) dans RY pour tout n € N*. Et comme S =

U,en# Sn, on obtient que S est également un borélien de RY. O

On définit maintenant une mesure sur un graphe. Avec la Proposition 3.6, on étendra
ensuite cette définition aux hypersurfaces générales.

Proposition-Définition 3.12. Soit I" un graphe de classe C'! dans R?. Soient 3, O, ¢
et ® comme a la définition 3.4.

(i) Soient B un borélien de I' et B’ = ®~1(B). On pose alors

o(B) = JB/ 1+ V()2 da'.

Cela définit sur I' une mesure o qui ne dépend pas des choix de 5, O, ¢ et .

(ii) Soit f est une fonction mesurable de S NV dans [0, +00]. L’'intégrale de f par
rapport a la mesure ¢ est donnée par

JS , fdo = fo f(x/ﬁ' + go(:c/)ﬂd)\/ 1+ HVgo(:c’)HQ dx’, (3.7)

ou pour z’ = (z1,...,24-1) on a noté
B =x1B1+ -+ wa—1Bi1-

(iii) Si f:S9 NV — C est intégrable, alors son intégrale est également définie par (3.7).
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Démonstration. On laisse en exercice la démonstration du fait que o est bien une mesure
sur (I, B(T')) et on montre qu’elle ne dépend pas des choix de 3, O, ¢ et ®. On considere
v, 0, 1 et U comme dans la démonstration de la Proposition-Définition 3.8. Soit B un
borélien de T', B’ = ®1(B) et B’ = U~1(B). D’aprés la remarque 3.9 appliquée avec ¢

on a
| Vrevewra - | ay.
w(¥(y)) - al

On effectue le changement de variable y' = O(z’ ), ol © est comme défini dans la
démonstration de la Proposition-Définition 3.8. D’apres (3.4), cela donne

J A/ 1+ ||V (y \ dy' = J 7d| |det ((9361(1)(56’), e (3’xd71<1>(33'),’yd)| dz’.

Puisque v(®(x')) est orthogonal & I'hyperplan engendré par les vecteurs 0, ®(z'), 1 <
j <d—1, les propriétés du déterminant donnent

‘det ((9901(1)(:0/), ey Opy, ®(2), ’yd)‘
= ’V(CI)(JZ/)) -fyd’ ’det (5551@(13’), ... ,6”_1(1)(:6’), V(<I>(:U')))| .

On a une égalité analogue en remplagant v4 par B4. En appliquant successivement ces
deux égalités on obtient

J 1+ [V 2 dy _J g et (). 2ny B0, B)]

En observant que ce dernier déterminant est en fait égal a 1, et en utilisant encore la
remarque 3.9, on obtient finalement

JB/ \/m dy’ = JB/ m da’.

Cela assure que la définition de o(B) ne dépend pas du choix d’une représentation de
T. O

Proposition-Définition 3.13. Soient S une hypersurface de classe C' dans RY et K
une partie compacte de S (si S est compacte on peut prendre K = S). Soient N € N et
Vi, ..., Vy des ouverts de R? tels que K < U _1 Vn et SNV, est un graphe de classe ct
pour tout n € [1, N]. On considére 1, ..., xn € C&(R%,[0,1]) telles que anl Xn =1
sur K et supp(xn) € V, pour tout n € [1, N]. Soit f une fonction mesurable de K dans
R, & valeurs positives ou telle que

N
ZJ Xn | f] do < +o0.
NVn

Alors on pose

L{ fdo= n]Zj:l Lmvn xnf do.

En prenant pour f I'indicatrice d’une partie borélienne de .S incluse dans K, cela définit
en particulier une mesure o sur K.

On peut vérifier que la définition de la mesure o sur K ne dépend pas du choix des
ouverts V,, 1 <n < N, ou de la partition de 'unité (x,)1<n<n associée.
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Proposition-Définition 3.14. Soient S une hypersurface de classe C' dans R%. 1l
existe une suite (K,), oy de parties compactes de S, croissante pour l'inclusion et telle
que S = ey Kn- Pour n € N on note o, la mesure sur K, telle que définie par la
proposition 3.13. Alors pour B € B(.S) on pose

o(B) = lim o,(Bn Ky).

n——+0o0
Cela définit une mesure o sur S, appelée mesure de Lebesgue sur S.

On peut vérifier que cette définition est bien licite, ne dépend pas du choix de la
suite (Kp,) et définit bien une mesure sur (S, B(.5)).

Exemple 3.15. On considére dans R? le cercle Cr de centre 0 et de rayon R > 0. On
cherche la mesure (ici la longueur) du demi-cercle de droite. On peut le définir par

neN»

C’E = {( RQ—yQ,y),y €] —R,R[}.

Pour y €]— R, R[ on note ¢(y) = 1/ R? — y2. Alors ¢ est de classe C* et pour y €]— R, R|

on a

/ N Yy
¢ (y) 2
On a alors
R 2 R R R 1
a(CH =J qll—l—ydy:f y—f dy
( R) R R2_y2 _R /R2 y2 _R 1 (%)2
! 1
=R ——=dn = R [arcsin(n)]', = 7R.

—14/1—n2

Exemple 3.16. On considére la sphére Sg de rayon R > 0 dans R3. On calcule 'aire
de la demi-spheére supérieure définie comme en (3.1). C’est le graphe de la fonction ¢}

définie par
ijg,(xl,xg) =1/ R2 — 2% — 22,

pour tout (z1,x2) dans le disque D(0, R) de centre 0 et de rayon R dans R2. Pour tout
(x1,22) € D(0,R) on a

22 + 23

+ 2__ 41Tty
IVeh(z1,z2)| = R?— (23 + 23)’

d’ot, par passage aux coordonnées polaires,

S+ J $1+x2 d:cldxg—Qﬂ'J !
D(O,R) 3)
- 4/7 - /P22
27TJ;] r R2—r2dr 27TR[ R T]O

=27 R2.

Ezercice 2. Montrer que la mesure de Lebesgue de la sphére de rayon R est 4w R2.

On pourrait énoncer un théoreme de changement de variables général entre sous-
variétés. On se contentera ici de donner un exemple. Pour » > 0 on note B, et S, la
boule ouverte et la sphere de centre 0 et de rayon r, et o, la mesure de Lebesgue sur o,.
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Proposition 3.17. Soient r > 0 et f une fonction intégrable sur S,.. Alors la fonction
y — f(ry) est intégrable sur Sy et

j f(z) doy () = 1! f £ (ry) dor ().
TES,

y€ST

Démonstration. On suppose par exemple que f est nulle en dehors de
St ={z=(21,...,24) € Sy : x4 > 0}.

On peut traiter de la méme maniere le cas ou f est nulle en dehors de n’importe quelle
demi-sphere et en déduire le cas général. L’intérét de cette hypothése est que S, est un
graphe. Avec les notations de la Définition 3.4 on peut prendre

Or = {2’ = (z1,...,2q-1) : 2| <7}

et o : ' — /12 — |2 |2. On note alors @, : O, — S, la paramétrisation correspondante.
On définit de méme Oq, p1 et ®1. On a alors O, = rO; et pour z’ € O, on a p,(z') =

r1 (2’ /r) et ®,(z') = r®1(2’/r). Par le changement de variables o' = ry/, do’ = r?~1dy/,

on a alors
f fa)dor(a) = | F@ @)1+ Vo) s
/ I\ |2
e <§>NH\W (=) ar
=rd‘1f F(roy)) A1+ [Vie(y)|* dy
01
= ! do (y).
r Ll f(ry) dor ()

D’ou le résultat. Il

On s’intéresse maintenant a un analogue des coordonnées polaires en dimension
quelconque.

Proposition 3.18. Soient R > 0 et f une fonction intégrable sur Br. Alors la fonction
w— f(rw) est intégrable sur Sy pour presque tout r €]0, R[ et

(x)dx = L}jo rd=1 LESl flrw)doi(w)dr = Jjo LEST f(z)do,(z).

Br

Démonstration. Comme pour la preuve précédente on considére le cas ou f s’annule en
dehors de

Bf ={z = (z1,...,24) € Bg : x4 > 0}.

On utilise les notations S, Oy et ®; de la preuve précédente. Pour r €]0, B[ et y’ € Oy
on pose ¥(r,y’') = r®(y’). La fonction ¥ ainsi définie est une bijection de classe C'! de
10, R[x Oy dans B}, et pour (r,y') €]0, R[xO; on a

d—1
T _
Sy
1=y
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Par le théoréme de l'inversion globale on en déduit que ¥ est un C'-difféomorphisme.
Par le théoreme de changement de variable et le théoreme de Fubini on obtient alors

f( Jf F((r,y) |Jacry{d)\7“y
10,R[xO1
R 2
:J Ord_l WYL+ V() P dy’ dr
r= 1

R
f = frw) doy(w) dr.
r=0 S1

Cela donne la premiere égalité. La deuxiéme est donnée par la Proposition 3.17. O

3.2 Formule de Stokes - Formule de Green

3.2.1 Ouverts réguliers de R?

Définition 3.19 (Ouvert de classe C*). Soit Q un ouvert de R%. On dit que Q est un
ouvert de classe C* si pour tout w € dQ il existe une base orthonormée 3 = (81, .. ., Baq),
un ouvert O de R, a,b e R avec a < b et une application ¢ : O —]a, b[ de classe C*
tels que

d
V= {Z z;B;, (x1,. .., 24-1) € O, 24 E]%b[}
j=1

est un voisinage de w dans R? et

d
ANV = {Z 2B, (x1,...,x4-1) € O,z4 € |@(x1,.. -,xd—1)>b[} :

j=1

On a alors
d
NNy = {Z zifBj, (x1,...,24-1) € O, x4 = go(xl,...,xd_l)} .
j=1

En particulier, 09 est une hypersurface de classe C* dans R%. La normale extérieure &
2 est alors le vecteur v défini sur 092 par (3.3).

Remarque 3.20. Un ouvert dont la frontiére est une hypersurface de classe C* n’est
pas nécessairement un ouvert de classe C*. On considére par exemple dans R? Pouvert
Q =RAH ou H = {(x1,0), 71 € R}. Alors on a 02 = H, et H est une hypersurface de
classe C'®, mais € n’est pas un ouvert de classe C'® car €2 n’est pas d’un seul c6té de sa
frontiere.

3.2.2 Champs de vecteurs - Opérateur divergence

Soit © un ouvert de R<.

Définition 3.21. Soit k € N* U {c0}. On appelle champ de vecteurs de classe C* sur
une application X : Q@ — R? de classe C*. On appelle champ de vecteur de classe C*
sur Q la restriction & Q d’un champ de vecteur de classe C* sur R?.

Définition 3.22. Soit X un champ de vecteurs de classe C! sur . On note X1,..., X,
les coordonnées de X dans la base canonique. La divergence de X est alors la fonction

div(X Z 6% Z VX, - ej.
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La proposition suivante montre que la divergence d’un champ de vecteurs ne dépend
pas du choix d’une base orthonormée de R?.

Proposition 3.23. Soient X = (X1,...,Xy) un champ de vecteurs de classe C' sur Q
et B=(B1,...,B4) une base orthonormée de R?. On note Y1,...,Yy les coordonnées de
X dans la base 8. Alors on a

d
div(X) = ). VY - Br.
k=1
Si on note y = (y1,...,yq) les coordonnées d’un point dans la base [ cela s’écrit encore

d
oYy

div(x) = 3 £,
o1 Yk

Démonstration. Pour k € [1,d] il existe a1 g, ..., aqk € R tels que §;, = 2?21 ajre;. On
a alors
d d d d d
X = Z Ykﬂk = Z Z Ykajykej = 2 (Z OéngYk) €j,

k=1 k=1j=1 j=1 \k=1

donc pour j € [1,d] on a
d
Xj = Z aj,kYk-
k=1

On a alors

d d d
Z VYk . ,Bk = 2 VYk . (Z ozj,kej> =
k=1 k=1 j=1

d d d
\% ( ajkYk) C€j = 2 VX]‘ T €j.
=1 k=1 j=1

J

3.2.3 Formule de Stokes

On est maintenant en mesure de montrer la formule de Stokes, qui est un analogue
en dimenstion d > 2 du théoréeme fondamental de I'analyse. En effet, si on applique
le théoréme suivant sur un intervalle |a,b| et au champ de vecteurs z — f(x)eq, ou
f est une fonction de classe C! sur [a,b] et e; le vecteur de la base canonique de R
(évidemment, on ne 1’énonce pas de cette facon en dimension 1), on obtient *

b
j f(2) dx = £(b) — f(a).

Théoréme 3.24 (Formule de Stokes). Soit Q un ouvert de classe C' dans R?. On
note v la normale extérieure a Q. Soit X un champ de vecteurs de classe C' d support
compact dans Q. Alors on a

JQ div(X) dz — f (X - ) do,

o0

ou o est la mesure de Lebesgue sur 052.

1. encore faut-il convenir qu’en dimension 0 la mesure de Lebesgue coincide avec la mesure de comp-
tage. ..
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Démonstration. e Pour tout w € 052 on considére un voisinage V,, de w dans R? comme
donné par la définition 3.19. Il existe N € N et wy,...,wy € 0f) tels que

N
supp(X) c Qu U Vi, -
k=1

On considére une partition de l'unité xo, x1,..., XN associée, avec supp(xo) < Q et
supp(xx) < Vu, pour tout k € [1, N]. On suppose que

VE € [0, NJ, fQ div(xxX) dz = LQ (xxX) - vdo. (3.8)

On a alors

N N N
J div(X)dz = Z f Xk div(X) dx = Z f div(xiX) dx — Z f Vxi - X dz.
L k=0 k=0 k=0

On a d’une part

N N
Zf ka~de=f V(Zm) - Xdz =0,
k=0 {

k=0

et d’autre part, d’apres (3.8),

N N
> f div(xrX)de = f (xxX) -vdo = | X-vdo.
im0 J9Q =0 Jo o0

D’ou le résultat. Il reste donc & prouver (3.8). Pour k& = 0, il suffit d’appliquer la formule
d’intégration par parties pour deux fonctions dont I'une est & support compact dans €2
(Proposition 3.1).

e Soit w € 092. Avec les notations de la définition 3.19, on suppose que X est a support
dans Q@ N V. On note X1,..., X4 : V — R les coordonnées de X dans la base 8. En
utilisant le changement de variable (v, y4) € Ox]a, b[— ¥+ yaSBq (dont le déterminant
vaut 1) on a

b
0
[ o= [ Lxs s duaay
VnQ €0 Jya=p(y') “Yd

T fo Xa(y/'B' + o(y)Ba) dy'.

Soit maintenant j € [1,d — 1]. On étend X par 0 sur R%. Pour 3’ € O et t €]0, b[ on pose
alors

h(y',t) = X5 (y'8" + (t + ¢(y))Ba).

Cela définit une fonction h € C1(Ox]0,b[). Pour ¢ € O et t €]0,b[ on a

Oy, My 1) = VX; (B + (t+¢y)Ba) - Bi + 0y, 0y )VX; (B + (t + ©(y))Ba) - Ba-
On en déduit

b
J VX Bjde :f J VX;(y'B8 + (t+y))Ba) - Bjdtdy
VnQ O Jo
b b
[ [ anhndedy = [ | a0V (8 ¢ e+ o)) - Badias
0 Jo 0 Jo
b b
- f J Oz, h(2', t) da’ dt —J 0z, 0(x") < in (y'B" + (t+ ¢(y))Ba) dt> da’
0 JO @) 0 dt

= L) X;(y'8" + ¢(y)Ba) 0, p(x") da'.
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En sommant pour j € [1,d] on obtient

Jv div(X) dx = jO(X V)Y B+ (t+ o)Ba)r/ 1+ IVo(a!)|? da’ = LQX ‘vdo.

Cela prouve (3.8) et conclut la démonstration. O

3.2.4 Formule de Green

On déduit maintenant de la formule de Stokes la formule de Green, qui est un
analogue en dimension d > 2 de la formule d’intégration par parties. Dans le théoréme
suivant on suppose qu'un des facteurs est & support compact dans Q pour s’assurer
que les intégrales sont bien définies méme dans le cas ou (2 n’est pas borné, mais cela
n’empéche pas les deux fonctions d’étre non nulles au voisinage de 0f).

Théoréme 3.25. Soient ) un ouvert de classe C' et u,v € CH(Q) dont une au moins
est a support compact dans Q. Pour j € [1,d]] on a alors

f@juvdazz—f uﬁjvdx—i-f uv v; do,
Q Q o0

ot vj = v-ej est la j-iéme coordonnée de v dans la base canonique de R?,
Démonstration. Pour x € Q on pose X (z) = u(z)v(x)e;. Pour tout z € Q on a alors
div(X)(x) = 0j(uwv)(x) = dju(z)v(z) + u(x)djv(x).

En outre, pour z € 0Q on a X(z) - v(z) = u(z)v(x)vj(z). On conclut alors avec le
théoreme de Stokes. O

Pour u € CY(Q) et z € 09 on pose

ou

g(x) = Vu(z) - v(x).

Théoréme 3.26. Soient ) un ouvert de classe C' et u,v € C*(Q) dont une au moins
est a support compact dans Q. Alors on a

—J Auvdmzf Vu-Vvda:—f a—uvda,
Q Q oo OV

ol on a noté d,u = % = Vu - v la dérivée normale de u.

Démonstration. D’apres le théoréme 3.25 on a, pour tout j € [1,d],

—j 8]2-uvdx=J @-u@-vdw—J ojuvvjdo.
Q 0 2Q

On conclut en sommant sur j € [1,d]. O

Corollaire 3.27. Soient Q un ouvert de classe C' et u,v € C*(Q) dont une au moins
est a support compact dans Q. Alors on a

Année 2021-2022 61



M1 ESR - Distributions - Fourier

Ezemple 3.28. Soient u,v € C*(By). Alors on a

Vu(z)v(z)dr = f u(z)v(z)rdo(x) — J u(z)Vu(z) dx.

Bl .TESl Bl
Si u e C%(B) on a aussi

Au(z)v(z)dr = j oru(z)v(z) do(x) — Vu(z) - Vou(z) de,

By zeS1 By
ou dru(x) = Vu(x) - a7 est la dérivée radiale de u.
Ezemple 3.29. Pour ¢ € CF(RY) et j € [1,d] on a
—f |z| 0jp(x) do = f x—Jgﬁ(az) dx. (3.9)
Rd Re |Z|

La fonction z — |z| est de classe O sur R%\ {0} est sa dérivée par rapport & z; est %

Cependant, (3.9) n’est pas une conséquence directe de la formule de Green a cause du
manque de régularité en 0. D’apres le théoreme de convergence dominée on a

—f @] ds0(x)de = —lim [ || 9;6(x) da.
Rd 20 Jjz|>e
Pour € > 0 on a par la formule de Green

_L>8Ix|aj¢(m) dz = —LGSE ol o () dora) + |

2> |Z]

L () da,

ou v(z) = —Z est la normale extérieure & R\B.. On a alors

j 2] é(a); (x) do (x)
xES,

< e0e(5e) 9]0 Y 0.

D’autre part, par le théoréeme de convergence dominée on a

a;j J xj
—¢(z)der — —¢(x) dx.
j 2P 8 o T P

Cela prouve (3.9).

Le calcul qui suit sera utile pour étudier au chapitre suivant 1’équation de Poisson
—Au = f en dimension d > 3.

Ezemple 3.30. On suppose que d > 3. Montrons que pour ¢ € CL(R?) on a
- f 2|~ Ag(z) do = (d — 2)o(S1)p(0). (3.10)
R4

La fonction u : z — |9:|7(d72) est de classe C* sur R\ {0}. On rappelle que le Laplacien
d’une fonction radiale s’écrit en coordonnées sphériques de la facon suivante :

AG(r) = —2 (ﬂm(”).

r2 or or

Ici on obtient que Au = 0 sur R4 {0}. La fonction 2 — |z|*~¢ est localement intégrable
sur RY. Par le théoréme de convergence dominée et le changement de variable z = ey
on a

1 1 1
——A¢(z)dr = lim ——A¢(x) dr = lim ——A¢.(y) dzx.
JRd Bl ) =0 Jjaf>e |2|"72 ) =0 Jiyj>1 [y|*? i
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oit pour € > 0 et y € R? on a posé ¢.(y) = ¢(cy). Par la formule de Green on obtient

1 . .
fRd ez o() do = iy I — lig J.,

ou pour € > 0 on a noté

1 0. o 1
I = f ———(y)do et J.= f be(y) 71— —g= do-
l=1 Jy[** ov =t Oy

Ie=5j a—qb(sy)cla——»(),
ly|=

1 61/ e—0
et par le théoreme de convergence dominée

Jo=—(d-2) fl by do = (-2 f bo(y) do — —(d — 2)a(S1)$(0).

yl=1 |yl lyl=1 e-0

D’ou le résultat.
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