
Chapitre 3

Formule de Green

Le but de ce chapitre est de démontrer la formule de Stokes, qui généralise en di-
mension d ě 2 le théorème fondamental de l’analyse reliant en dimension 1 les notions
d’intégrales et de primitives. Notre principale motivation ici est la formule de Green qui
généralise elle la formule d’intégration par parties.

Comme souvent, pour faire des calculs d’intégrales en dimension supérieure, on ap-
plique le théorème de Fubini pour se ramener à des intégrales en dimension 1. Par
exemple, si on se donne sur R2 deux fonctions u et v de classe C1, dont l’une au moins
est à support compact, il n’est pas difficile de voir que

ż

R2
pBx1uq v dx “ ´

ż

R2
u pBx1vq dx.

En effet, pour x2 P R fixé, on a par intégration par parties sur R (il n’y a pas de termes
de bord car la fonction puvqp¨, x2q est nulle en dehors d’un compact de R)

ż

R
Bx1upx1, x2qvpx1, x2q dx1 “ ´

ż

R
upx1, x2qBx1vpx1, x2q dx1.

Il reste à intégrer cette égalité par rapport à x2 pour conclure. Et le raisonnement vaut
en fait en dimension d quelconque et pour n’importe laquelle des dérivées partielles.

Considérons maintenant un ouvert Ω de Rd. Le raisonnement précédent vaut encore
pour des fonctions u et v de classe C1 dont une au moins est à support compact dans
Ω. Puisque u ou v s’annule près de la frontière de Ω, il n’y a toujours pas de termes de
bord dans les intégrations par parties. Finalement, on obtient assez facilement le résultat
suivant.

Proposition 3.1. Soient Ω un ouvert de Rd et u, v des fonctions de classe C1 sur Ω
dont une au moins est à support compact. Alors pour j P �1, d� on a

ż

Ω
pBxj uq v dx “ ´

ż

Ω
u pBxj vq dx.

Les ennuis commencent lorsqu’on considère des fonctions u et v qui ne sont pas nulles
près de la frontière de Ω. Et encore, si on a un paramétrage simple de l’ouvert Ω, on
peut refaire le même raisonnement que précédemment, avec des termes de bord. Par
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exemple, si Ω est le disque unité ouvert de R2, alors pour tout y Ps ´ 1, 1r on calcule

ż ?
1´y2

x“´
?

1´y2
Bxupx, yqvpx, yq dx

“ puvq`a
1 ´ y2, y

˘ ´ puvq` ´
a

1 ´ y2, y
˘ ´

ż ?
1´y2

x“´
?

1´y2
upx, yqBxvpx, yq dx.

En intégrant par rapport à y Ps ´ 1, 1r on obtient
ĳ

Ω

Bxupx, yqvpx, yq dx dy

“
ż 1

y“´1

´
puvq`a

1 ´ y2, y
˘ ´ puvq` ´

a
1 ´ y2, y

˘¯
dy ´

ĳ

Ω

upx, yqBxvpx, yq dx dy.

Le but de ce chapitre est de comprendre le premier terme du membre de droite. Sans
surprise, on observe qu’il fait intervenir les valeurs de u et v sur le cercle unité de R2,
soit le bord de Ω. Ainsi il s’agit d’une intégrale sur un cercle.

Plus généralement, une formule d’intégration par parties sur un ouvert Ω fera né-
cessairement intervenir une intégrale sur le bord BΩ de Ω. On se placera dans le cas
favorable où BΩ est une sous-variété suffisament régulière de Rd. Comme sur n’importe
quel ensemble, on peut munir une sous-variété de Rd d’une structure d’espace mesuré
et construire l’intégrale correspondante. Dans la première partie de ce chapitre on éten-
dra à ce contexte l’intégrale de Lebesgue. Le cahier des charges est le même que dans
l’espace euclidien. Sur une courbe, on veut que la mesure de Lebesgue étende la notion
de longueur, pour une sous-variété de dimension 2 la mesure de Lebesgue doit étendre
la notion de surface, etc.

Une fois ce travail effectué, on pourra reprendre la formule d’intégration par parties
et voir le terme de bord comme une intégrale sur BΩ muni de sa mesure de Lebesgue.

Pour k P NYt8u on note C8pΩq l’ensemble des restrictions à l’ouvert Ω des fonctions
de classe C8 sur Rd. Dans tout ce chapitre on note e “ pe1, . . . , edq la base canonique
de Rd.

3.1 Mesure de Lebesgue sur une sous-variété de Rd

3.1.1 Hypersurfaces de Rd

Définition 3.2. Soient S une partie de Rd et k P N˚ Y t8u. On dit que S est une
hypersurface de classe Ck si pour tout w P S il existe un voisinage V de w dans Rd et
une application F : V Ñ R de classe Ck telle que ∇F pwq ‰ 0 et S X V “ F ´1pt0uq.
Exemples 3.3. — Soit ν P Rdz t0u. Alors l’hyperplan H “ VectpνqK est une hyper-

surface de classe C8 dans Rd. Pour F on peut considérer la fonction qui à x P Rd

associe x ¨ ν (elle convient globalement, au voisinage de tout w P H on peut
vérifier la définition avec V “ Rd).

— On considère la sphère

Sd´1 “
!

x “ px1, . . . , xdq P Rd | x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

d “ 1
)

.
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Alors Sd´1 est une hypersurface de classe C8 dans Rd (considérer la fonction
F : px1, . . . , xdq ÞÑ x2

1 `¨ ¨ ¨`x2
d ´1). Pour tout r ą 0 on peut considérer de même

la sphère de rayon r :

Sd´1
r “

!
x “ px1, . . . , xdq P Rd | x2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
d “ r2

)
.

— Soient O un ouvert de Rd´1 et ϕ une fonction de classe Ck (k P N˚ Y t8u) de O
dans R. Le graphe de ϕ est alors

Γ “ �px1, ϕpx1qq P O ˆ R, x1 P O
(

.

C’est une hypersurface de classe Ck dans Rd. Pour le voir on considère la fonction

F :
"

O ˆ R Ñ R,
px1, xdq ÞÑ xd ´ ϕpx1q.

Le cas du graphe sera particulièrement confortable pour les calculs à venir. Le théo-
rème des fonctions implicites assure que, localement au voisinage de chacun de ses points,
toute hypersurface peut en fait être vue comme un graphe (quitte à changer la base de
Rd avec laquelle on travaille).

Définition 3.4. Soient Γ une partie de Rd et k P N˚ Y t8u. On dit que Γ est un graphe
de classe Ck s’il existe une base orthonormée β “ pβ1, . . . , βdq de Rd, un ouvert O de
Rd´1 et une application ϕ : O Ñ R de classe Ck tels que Γ est le graphe de la fonction
ϕ dans Rd muni de la base β. Cela signifie que S est l’image de O par

Φ :
"

O Ñ Rd,
px1, . . . , xd´1q ÞÑ x1β1 ` ¨ ¨ ¨ ` xd´1βd´1 ` ϕpx1, . . . , xd´1qβd.

On dit alors que Φ est un paramétrage de Γ.

Proposition 3.5. Soit k P N˚ Y t8u. Un graphe de classe Ck dans Rd est une hyper-
surface de classe Ck.

Démonstration. On reprend les notations de la definition 3.4. On note

V “
#

dÿ

j“1
xjβj , px1, . . . , xd´1q P O, xd P R

+
,

et pour x P V et x1, . . . , xd P R tels que x “ ř
xjβj P V (écriture unique) on pose

F pxq “ xd ´ ϕpx1, . . . , xd´1q.
Alors F vérifie toutes les conditions de la définition 3.2.

Proposition 3.6. Soient S une hypersurface de Rd et w P S. Il existe un voisinage V
de w dans Rd tel que S X V est un graphe.

Démonstration. Soient V un voisinage de w et F : V Ñ R tels que donnés par la
définition 3.2. Il existe j P �1, d� tel que Bxj F pwq ‰ 0. On construit une base orthonormée
pβ1, . . . , βdq de Rd en réordonnant les vecteurs de la base canonique pe1, . . . , edq, de sorte
que βd “ ej . On note alors py1, . . . , ynq les coordonnées d’un point y P Rd dans cette
base. Ainsi on a Byd

F pwq ‰ 0. D’après le théorème des fonctions implicites on obtient
que, quitte à réduire V, S X V est bien un graphe de classe Ck dans Rd munit de la base
β.
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Exemples 3.7. — On considère la sphère S2 de R3. S2 n’est pas un graphe, mais
chaque demi-sphère est bien un graphe. Par exemple, la demi-sphère

S2 X tx “ px1, x2, x3q | x3 ą 0u (3.1)

est le graphe de l’application

ϕ` :
"

D Ñ R
px1, x2q ÞÑ 1 ´ x2

1 ´ x2
2

(3.2)

où on a noté D “ �px1, x2q P R2 | x2
1 ` x2

2 ă 1
(
. Un graphe n’est pas nécessaire-

ment le graphe d’une fonction exprimant la dernière coordonnée en fonction des
autres. Quitte à réordonner les vecteurs de la base canonique, on peut aussi voir
l’ensemble

S´
1 “ �

x P S2 | x1 ă 0
(

comme un graphe. On a

S´
1 “ tϕ´px2, x3qe1 ` x2e2 ` x3e3, px2, x3q P Du ,

où
ϕ´px2, x3q “ ´p1 ´ x2

2 ´ x2
3q.

Pour se conformer au cadre de la définition 3.4, il suffit de changer de base. En
effet, si on considère la base β “ pβ1, β2, β3q “ pe2, e3, e1q alors on a aussi

S´
1 “ ty1β1 ` y2β2 ` ϕ´py1, y2qβ3, py1, y2q P Du .

Proposition-Définition 3.8 (Plan tangent et vecteur normal). Soit Γ un graphe de
classe C1. Soient β, O, ϕ et Φ comme à la définition 3.4. Soient w P Γ et x1 P O tel que
w “ Φpx1q.

(i) Le plan tangent TwΓ à Γ au point w est l’image de la différentielle dxΦ. C’est un
hyperplan de Rd.

(ii) On appelle vecteur normal à Γ en w un vecteur ν P Rd orthogonal à TwΓ. On dit
de plus que ν est unitaire si }ν} “ 1.

Démonstration. Montrons que la définition de TwΓ ne dépend pas du choix de pβ, O, ϕq.
On suppose que γ “ pγ1, . . . , γdq est une base orthonormée de Rd, que Õ est un ouvert
de Rd´1 et que ψ P C1pÕ,Rq est telle que Γ est également le graphe de ψ dans la base
γ, c’est-à-dire l’image de Ψ : Õ Ñ Rd, où pour y1 “ py1, . . . , yd´1q P Õ on a posé

Ψpy1q “
d´1ÿ

j“1
yjγj ` ψpy1qγd.

Cette application Ψ est de classe C1 sur O1 et réalise une bijection de O1 dans Γ. Si on
note Π la projection orthogonale de Rd sur l’hyperplan engendré par pγ1, . . . , γd´1q (il
s’agit d’une fonction de classe C8), alors la réciproque de Φ est la restriction à Γ de Π. On
note Θ “ Ψ´1 ˝Φ. Cela définit une bijection de O dans Õ. Comme on a aussi Θ “ Π˝Φ,
Θ est de classe C1 sur O. Soient x1 P O, w “ Φpx1q et y1 “ Θpx1q “ Ψ´1pwq P Õ. On a

Impdx1Φq “ Im
`
dx1pΨ ˝ Θq˘ “ Im

`
dy1Ψ ˝ dx1Θ

˘ Ă Impdy1Ψq.
De même on a Impdy1Ψq Ă Impdx1Φq. D’où Impdx1Φq “ Impdy1Ψq, ce qui assure que la
définition de TwΓ ne dépend pas du choix d’un paramétrage. En outre, le sous-espace
Impdx1Φq est engendré par les vecteurs

BΦ
Bxj

px1q “ βj ` Bϕ

Bxj
px1qβd, 1 ď j ď d ´ 1,

qui sont linéairement indépendants, donc TwΓ est de dimension d ´ 1.
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Remarque 3.9. Les deux vecteurs normaux unitaires à Γ en w sont donnés par

νpwq “ 1b
1 ` }∇ϕpx1q}2

˜
d´1ÿ

j“1

Bϕ

Bxj
px1qβj ´ βd

¸
(3.3)

et son opposé ´νpwq.
Remarque 3.10. Montrons qu’avec les notations de la démonstration précédente, on a

detpdx1Θq “ det
`Bx1Φpx1q, . . . , Bxd´1Φpx1q, γd

˘
. (3.4)

Pour j P �1, d� il existe aj,1, . . . , aj,d P R tels que βj “ řd
k“1 aj,kγk. On a alors

Bxj Φpx1q “ βj ` Bxj ϕpx1qβd “
dÿ

k“1

`
aj,k ` Bxj ϕpx1qad,k

˘
γk,

d’où

detγ

`Bx1Φpx1q, . . . , Bxd´1Φpx1q, γd

˘

“

����������

a1,1 ` ad,1Bx1ϕpx1q . . . ad´1,1 ` ad,1Bxd´1ϕpx1q 0
...

...
...

a1,d´1 ` αd,d´1Bx1ϕpx1q . . . ad´1,d´1 ` αd,d´1Bxd´1ϕpx1q 0
a1,d ` ad,dBx1ϕpx1q . . . ad´1,d ` ad,dBxd´1ϕpx1q 1

����������

(3.5)

D’autre part pour x1 P O on a

Φpx1q “
d´1ÿ

j“1
xjβj ` ϕpx1qβd

“
d´1ÿ

j“1
xj

dÿ

k“1
aj,kγk ` ϕpx1q

dÿ

k“1
ad,kγk

“
dÿ

k“1

˜
d´1ÿ

j“1
xjaj,k ` ϕpx1qad,k

¸
γk,

donc si on note y1 “ Θpx1q alors pour k P �1, d ´ 1� on a

yk “
d´1ÿ

j“1
xjaj,k ` ϕpx1qad,k.

D’où

detpdx1Θq “
�������

a1,1 ` ad,1Bx1ϕpx1q . . . ad´1,1 ` ad,1Bxd´1
...

...
a1,d´1 ` ad,d´1Bx1ϕpx1q . . . ad´1,d´1 ` ad,d´1Bxd´1

�������
. (3.6)

En développant (3.5) par rapport à la dernière colonne, on obtient que (3.5) et (3.6)
coïncident, ce qui prouve (3.4).
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3.1.2 Mesure de Lebesgue sur une hypersurface
Dans ce paragraphe on définit la mesure de Lebesgue d’une hypersurface de Rd. Cela

généralise la notion de longueur d’une courbe de R2 et de surface pour une surface de R3.
On pourrait de façon plus générale définir la mesure de Lebesgue sur une sous-variété
de Rd de n’importe quelle dimension (par exemple, la longueur d’une courbe de R3).

Exercice 1. Montrer que la mesure de Lebesgue dans Rd d’une hypersurface est tou-
jours nulle.

On commence par définir la tribu borélienne d’une hypersurface. On commence par
munir S de la topologie induite par la topologie usuelle de Rd. Cela signifie que les
ouverts de S sont les ensembles de la forme S X O où O est un ouvert usuel de Rd. On
peut alors munir S de la tribu borélienne BpSq correspondante. On peut alors vérifier
(exercice) que

BpSq “
!

S X B, B P BpRdq
)

.

D’après la proposition suivante on a également

BpSq “
!

B P BpRdq | B Ă S
)

.

Proposition 3.11. Soit S une hypersurface de classe C1 dans Rd. Alors S est un
borélien de Rd.

Démonstration. On note B “ SzS. Si B “ H, alors S est fermée dans BpRdq, c’est donc
en particulier un borélien. Si B ‰ H alors pour n P N˚ on pose

Sn “
"

x P S | distpx, Bq ě 1
n

*
.

Alors Sn est fermé (et donc borélien) dans Rd pour tout n P N˚. Et comme S “Ť
nPN˚ Sn, on obtient que S est également un borélien de Rd.

On définit maintenant une mesure sur un graphe. Avec la Proposition 3.6, on étendra
ensuite cette définition aux hypersurfaces générales.

Proposition-Définition 3.12. Soit Γ un graphe de classe C1 dans Rd. Soient β, O, ϕ
et Φ comme à la définition 3.4.

(i) Soient B un borélien de Γ et B 1 “ Φ´1pBq. On pose alors

σpBq “
ż

B1

b
1 ` }∇ϕpx1q}2 dx1.

Cela définit sur Γ une mesure σ qui ne dépend pas des choix de β, O, ϕ et Φ.
(ii) Soit f est une fonction mesurable de S X V dans r0, `8s. L’intégrale de f par

rapport à la mesure σ est donnée par
ż

SXV
f dσ “

ż

O
f

`
x1β1 ` ϕpx1qβd

˘b
1 ` }∇ϕpx1q}2 dx1, (3.7)

où pour x1 “ px1, . . . , xd´1q on a noté

x1β1 “ x1β1 ` ¨ ¨ ¨ ` xd´1βd´1.

(iii) Si f : S X V Ñ C est intégrable, alors son intégrale est également définie par (3.7).
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Démonstration. On laisse en exercice la démonstration du fait que σ est bien une mesure
sur pΓ, BpΓqq et on montre qu’elle ne dépend pas des choix de β, O, ϕ et Φ. On considère
γ, Õ, ψ et Ψ comme dans la démonstration de la Proposition-Définition 3.8. Soit B un
borélien de Γ, B1 “ Φ´1pBq et B̃1 “ Ψ´1pBq. D’après la remarque 3.9 appliquée avec ψ
on a ż

B̃1

b
1 ` }∇ψpy1q}2 dy1 “

ż

B̃1

1
|νpΨpy1qq ¨ γd| dy1.

On effectue le changement de variable y1 “ Θpx1q, où Θ est comme défini dans la
démonstration de la Proposition-Définition 3.8. D’après (3.4), cela donne

ż

B̃1

b
1 ` }∇ψpy1q}2 dy1 “

ż

B1

1
|νpΦpx1qq ¨ γd|

ˇ̌
det

`Bx1Φpx1q, . . . , Bxd´1Φpx1q, γd

˘ˇ̌
dx1.

Puisque νpΦpx1qq est orthogonal à l’hyperplan engendré par les vecteurs Bxj Φpx1q, 1 ď
j ď d ´ 1, les propriétés du déterminant donnent

ˇ̌
det

`Bx1Φpx1q, . . . , Bxd´1Φpx1q, γd

˘ˇ̌

“ ˇ̌
νpΦpx1qq ¨ γd

ˇ̌ ˇ̌
det

`Bx1Φpx1q, . . . , Bxd´1Φpx1q, νpΦpx1qq˘ˇ̌
.

On a une égalité analogue en remplaçant γd par βd. En appliquant successivement ces
deux égalités on obtient

ż

B̃1

b
1 ` }∇ψpy1q}2 dy1 “

ż

B1

1
|νpΦpx1qq ¨ βd|

ˇ̌
det

`Bx1Φpx1q, . . . , Bxd´1Φpx1q, βd

˘ˇ̌
dx1.

En observant que ce dernier déterminant est en fait égal à 1, et en utilisant encore la
remarque 3.9, on obtient finalement

ż

B̃1

b
1 ` }∇ψpy1q}2 dy1 “

ż

B1

b
1 ` }∇ϕpx1q}2 dx1.

Cela assure que la définition de σpBq ne dépend pas du choix d’une représentation de
Γ.

Proposition-Définition 3.13. Soient S une hypersurface de classe C1 dans Rd et K
une partie compacte de S (si S est compacte, on peut prendre K “ S). Soient N P N et
V1, . . . , VN des ouverts de Rd tels que K Ă ŤN

n“1 Vn et S XVn est un graphe de classe C1

pour tout n P �1, N�. On considère χ1, . . . , χN P C8
0 pRd, r0, 1sq telles que

řN
n“1 χn “ 1

sur K et supppχnq Ă Vn pour tout n P �1, N�. Soit f une fonction mesurable de K dans
R, à valeurs positives ou telle que

Nÿ

n“1

ż

KXVn

χn |f | dσ ă `8.

Alors on pose
ż

K
f dσ “

Nÿ

n“1

ż

KXVn

χnf dσ.

En prenant pour f l’indicatrice d’une partie borélienne de S incluse dans K, cela définit
en particulier une mesure σ sur K.

On peut vérifier que la définition de la mesure σ sur K ne dépend pas du choix des
ouverts Vn, 1 ď n ď N , ou de la partition de l’unité pχnq1ďnďN associée.
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Proposition-Définition 3.14. Soient S une hypersurface de classe C1 dans Rd. Il
existe une suite pKnqnPN de parties compactes de S, croissante pour l’inclusion et telle
que S “ Ť

nPN Kn. Pour n P N on note σn la mesure sur Kn telle que définie par la
proposition 3.13. Alors pour B P BpSq on pose

σpBq “ lim
nÑ`8 σnpB X Knq.

Cela définit une mesure σ sur S, appelée mesure de Lebesgue sur S.

On peut vérifier que cette définition est bien licite, ne dépend pas du choix de la
suite pKnqnPN, et définit bien une mesure sur pS, BpSqq.
Exemple 3.15. On considère dans R2 le cercle CR de centre 0 et de rayon R ą 0. On
cherche la mesure (ici la longueur) du demi-cercle de droite. On peut le définir par

C`
R “

!`a
R2 ´ y2, y

˘
, y Ps ´ R, Rr

)
.

Pour y Ps´R, Rr on note ϕpyq “ a
R2 ´ y2. Alors ϕ est de classe C8 et pour y Ps´R, Rr

on a
ϕ1pyq “ ´ ya

R2 ´ y2
.

On a alors

σpC`
R q “

ż R

´R

d
1 ` y2

R2 ´ y2 dy “
ż R

´R

Ra
R2 ´ y2

dy “
ż R

´R

1b
1 ´ `

y
R

˘2
dy

“ R

ż 1

´1

1a
1 ´ η2

dη “ R rarcsinpηqs1
´1 “ πR.

Exemple 3.16. On considère la sphère SR de rayon R ą 0 dans R3. On calcule l’aire
de la demi-sphère supérieure définie comme en (3.1). C’est le graphe de la fonction ϕ`

R

définie par
ϕ`

Rpx1, x2q “
b

R2 ´ x2
1 ´ x2

2,

pour tout px1, x2q dans le disque Dp0, Rq de centre 0 et de rayon R dans R2. Pour tout
px1, x2q P Dp0, Rq on a

››∇ϕ`
Rpx1, x2q››2 “ x2

1 ` x2
2

R2 ´ px2
1 ` x2

2q ,

d’où, par passage aux coordonnées polaires,

σpS`
R q “

ż

Dp0,Rq

d
1 ` x2

1 ` x2
2

R2 ´ px2
1 ` x2

2q dx1 dx2 “ 2π

ż R

0

c
1 ` r2

R2 ´ r2 r dr

“ 2π

ż R

0
r

c
R2

R2 ´ r2 dr “ 2πR
”
´

a
R2 ´ r2

ıR

0

“ 2πR2.

Exercice 2. Montrer que la mesure de Lebesgue de la sphère de rayon R est 4πR2.

On pourrait énoncer un théorème de changement de variables général entre sous-
variétés. On se contentera ici de donner un exemple. Pour r ą 0 on note Br et Sr la
boule ouverte et la sphère de centre 0 et de rayon r, et σr la mesure de Lebesgue sur σr.
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Proposition 3.17. Soient r ą 0 et f une fonction intégrable sur Sr. Alors la fonction
y ÞÑ fpryq est intégrable sur S1 et

ż

xPSr

fpxq dσrpxq “ rd´1
ż

yPS1

fpryq dσ1pyq.

Démonstration. On suppose par exemple que f est nulle en dehors de

Sr̀ “ tx “ px1, . . . , xdq P Sr : xd ą 0u .

On peut traiter de la même manière le cas où f est nulle en dehors de n’importe quelle
demi-sphère et en déduire le cas général. L’intérêt de cette hypothèse est que Sr̀ est un
graphe. Avec les notations de la Définition 3.4 on peut prendre

Or “ �
x1 “ px1, . . . , xd´1q : |x1| ă r

(

et ϕr : x1 ÞÑ
b

r2 ´ |x1|2. On note alors Φr : Or Ñ Sr̀ la paramétrisation correspondante.
On définit de même O1, ϕ1 et Φ1. On a alors Or “ rO1 et pour x1 P Or on a ϕrpx1q “
rϕ1px1{rq et Φrpx1q “ rΦ1px1{rq. Par le changement de variables x1 “ ry1, dx1 “ rd´1dy1,
on a alors

ż

Sr

fpxq dσrpxq “
ż

Or

fpΦrpx1qq
b

1 ` |∇ϕrpx1q|2 dx1

“
ż

Or

f

ˆ
rΦ

ˆ
x1

r

˙˙ d
1 `

ˇ̌
ˇ̌∇ϕ1

ˆ
x1
r

˙ˇ̌
ˇ̌
2

dx1

“ rd´1
ż

O1

f
`
rΦpy1q˘ b

1 ` |∇1ϕpy1q|2 dy1

“ rd´1
ż

S1

fpryq dσ1pyq.

D’où le résultat.

On s’intéresse maintenant à un analogue des coordonnées polaires en dimension
quelconque.

Proposition 3.18. Soient R ą 0 et f une fonction intégrable sur BR. Alors la fonction
ω ÞÑ fprωq est intégrable sur S1 pour presque tout r Ps0, Rr et

ż

BR

fpxq dx “
ż R

r“0
rd´1

ż

ωPS1

fprωq dσ1pωq dr “
ż R

r“0

ż

xPSr

fpxq dσrpxq.

Démonstration. Comme pour la preuve précédente on considère le cas où f s’annule en
dehors de

B`
R “ tx “ px1, . . . , xdq P BR : xd ą 0u .

On utilise les notations S`
1 , O1 et Φ1 de la preuve précédente. Pour r Ps0, Rr et y1 P O1

on pose Ψpr, y1q “ rΦpy1q. La fonction Ψ ainsi définie est une bijection de classe C1 de
s0, RrˆO1 dans B`

R , et pour pr, y1q Ps0, RrˆO1 on a

ˇ̌
Jac Ψpr, y1qˇ̌ “ rd´1

b
1 ´ |y1|2

“ rd´1
b

1 ` }∇ϕ1py1q}2.
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Par le théorème de l’inversion globale on en déduit que Ψ est un C1-difféomorphisme.
Par le théorème de changement de variable et le théorème de Fubini on obtient alors

ż

B`
R

fpxq dx “
ĳ

s0,RrˆO1

fpΨpr, y1qq ˇ̌
Jacpr, y1qˇ̌

dλpr, y1q

“
ż R

r“0
rd´1

ż

O1

fprΦpy1qq
b

1 ` }∇ϕ1py1q}2 dy1 dr

“
ż R

r“0
rd´1

ż

S1

fprωq dσ1pωq dr.

Cela donne la première égalité. La deuxième est donnée par la Proposition 3.17.

3.2 Formule de Stokes - Formule de Green
3.2.1 Ouverts réguliers de Rd

Définition 3.19 (Ouvert de classe Ck). Soit Ω un ouvert de Rd. On dit que Ω est un
ouvert de classe Ck si pour tout w P BΩ il existe une base orthonormée β “ pβ1, . . . , βdq,
un ouvert O de Rd´1, a, b P R avec a ă b et une application ϕ : O Ñsa, br de classe Ck

tels que

V “
#

dÿ

j“1
xjβj , px1, . . . , xd´1q P O, xd Psa, br

+

est un voisinage de w dans Rd et

Ω X V “
#

dÿ

j“1
xjβj , px1, . . . , xd´1q P O, xd P ‰

ϕpx1, . . . , xd´1q, b
“
+

.

On a alors

BΩ X V “
#

dÿ

j“1
xjβj , px1, . . . , xd´1q P O, xd “ ϕpx1, . . . , xd´1q

+
.

En particulier, BΩ est une hypersurface de classe Ck dans Rd. La normale extérieure à
Ω est alors le vecteur ν défini sur BΩ par (3.3).

Remarque 3.20. Un ouvert dont la frontière est une hypersurface de classe Ck n’est
pas nécessairement un ouvert de classe Ck. On considère par exemple dans R2 l’ouvert
Ω “ R2zH où H “ tpx1, 0q, x1 P Ru. Alors on a BΩ “ H, et H est une hypersurface de
classe C8, mais Ω n’est pas un ouvert de classe C8 car Ω n’est pas d’un seul côté de sa
frontière.

3.2.2 Champs de vecteurs - Opérateur divergence
Soit Ω un ouvert de Rd.

Définition 3.21. Soit k P N˚ Y t8u. On appelle champ de vecteurs de classe Ck sur Ω
une application X : Ω Ñ Rd de classe Ck. On appelle champ de vecteur de classe Ck

sur Ω la restriction à Ω d’un champ de vecteur de classe Ck sur Rd.

Définition 3.22. Soit X un champ de vecteurs de classe C1 sur Ω. On note X1, . . . , Xd

les coordonnées de X dans la base canonique. La divergence de X est alors la fonction

divpXq “
dÿ

j“1

BXj

Bxj
“

dÿ

j“1
∇Xj ¨ ej .
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La proposition suivante montre que la divergence d’un champ de vecteurs ne dépend
pas du choix d’une base orthonormée de Rd.

Proposition 3.23. Soient X “ pX1, . . . , Xdq un champ de vecteurs de classe C1 sur Ω
et β “ pβ1, . . . , βdq une base orthonormée de Rd. On note Y1, . . . , Yd les coordonnées de
X dans la base β. Alors on a

divpXq “
dÿ

k“1
∇Yk ¨ βk.

Si on note y “ py1, . . . , ydq les coordonnées d’un point dans la base β cela s’écrit encore

divpXq “
dÿ

k“1

BYk

Byk
.

Démonstration. Pour k P �1, d� il existe α1,k, . . . , αd,k P R tels que βk “ řd
j“1 αj,kej . On

a alors

X “
dÿ

k“1
Ykβk “

dÿ

k“1

dÿ

j“1
Ykαj,kej “

dÿ

j“1

˜
dÿ

k“1
αj,kYk

¸
ej ,

donc pour j P �1, d� on a

Xj “
dÿ

k“1
αj,kYk.

On a alors

dÿ

k“1
∇Yk ¨ βk “

dÿ

k“1
∇Yk ¨

˜
dÿ

j“1
αj,kej

¸
“

dÿ

j“1
∇

˜
dÿ

k“1
αj,kYk

¸
¨ ej “

dÿ

j“1
∇Xj ¨ ej .

3.2.3 Formule de Stokes

On est maintenant en mesure de montrer la formule de Stokes, qui est un analogue
en dimenstion d ě 2 du théorème fondamental de l’analyse. En effet, si on applique
le théorème suivant sur un intervalle sa, br et au champ de vecteurs x ÞÑ fpxqe1, où
f est une fonction de classe C1 sur ra, bs et e1 le vecteur de la base canonique de R
(évidemment, on ne l’énonce pas de cette façon en dimension 1), on obtient 1

ż b

a
f 1pxq dx “ fpbq ´ fpaq.

Théorème 3.24 (Formule de Stokes). Soit Ω un ouvert de classe C1 dans Rd. On
note ν la normale extérieure à Ω. Soit X un champ de vecteurs de classe C1 à support
compact dans Ω. Alors on a

ż

Ω
divpXq dx “

ż

BΩ
pX ¨ νq dσ,

où σ est la mesure de Lebesgue sur BΩ.
1. encore faut-il convenir qu’en dimension 0 la mesure de Lebesgue coïncide avec la mesure de comp-

tage. . .
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Démonstration. ‚ Pour tout w P BΩ on considère un voisinage Vw de w dans Rd comme
donné par la définition 3.19. Il existe N P N et w1, . . . , wN P BΩ tels que

supppXq Ă Ω Y
Nď

k“1
Vwk

.

On considère une partition de l’unité χ0, χ1, . . . , χN associée, avec supppχ0q Ă Ω et
supppχkq Ă Vwk

pour tout k P �1, N�. On suppose que

@k P �0, N�,
ż

Ω
divpχkXq dx “

ż

BΩ
pχkXq ¨ ν dσ. (3.8)

On a alors
ż

Ω
divpXq dx “

Nÿ

k“0

ż

Ω
χk divpXq dx “

Nÿ

k“0

ż

Ω
divpχkXq dx ´

Nÿ

k“0

ż

Ω
∇χk ¨ X dx.

On a d’une part
Nÿ

k“0

ż

Ω
∇χk ¨ X dx “

ż

Ω
∇

˜
Nÿ

k“0
χk

¸
¨ X dx “ 0,

et d’autre part, d’après (3.8),
Nÿ

k“0

ż

Ω
divpχkXq dx “

Nÿ

k“0

ż

BΩ
pχkXq ¨ ν dσ “

ż

BΩ
X ¨ ν dσ.

D’où le résultat. Il reste donc à prouver (3.8). Pour k “ 0, il suffit d’appliquer la formule
d’intégration par parties pour deux fonctions dont l’une est à support compact dans Ω
(Proposition 3.1).
‚ Soit w P BΩ. Avec les notations de la définition 3.19, on suppose que X est à support
dans Ω X V. On note X1, . . . , Xd : V Ñ R les coordonnées de X dans la base β. En
utilisant le changement de variable py1, ydq P Oˆsa, brÑ y1β1 `ydβd (dont le déterminant
vaut 1) on a

ż

VXΩ
∇Xd ¨ βd dx “

ż

y1PO

ż b

yd“ϕpy1q
B

Byd
Xdpy1β1 ` ydβdq dyd dy1

“ ´
ż

O
Xdpy1β1 ` ϕpy1qβdq dy1.

Soit maintenant j P �1, d ´ 1�. On étend X par 0 sur Rd. Pour y1 P O et t Ps0, br on pose
alors

hpy1, tq “ Xj

`
y1β1 ` pt ` ϕpy1qqβd

˘
.

Cela définit une fonction h P C1`
Oˆs0, br˘. Pour y1 P O et t Ps0, br on a

Byj hpy1, tq “ ∇Xj

`
y1β1 ` pt ` ϕpy1qqβd

˘ ¨ βj ` Byj ϕpy1q∇Xj

`
y1β1 ` pt ` ϕpy1qqβd

˘ ¨ βd.

On en déduit
ż

VXΩ
∇Xj ¨ βj dx “

ż

O

ż b

0
∇Xj

`
y1β1 ` pt ` ϕpy1qqβd

˘ ¨ βj dt dy1

“
ż

O

ż b

0
Byj hpy1, tq dt dy1 ´

ż

O

ż b

0
Byj ϕpx1q∇Xj

`
y1β1 ` pt ` ϕpy1qqβd

˘ ¨ βd dt dx1

“
ż b

0

ż

O
Bxj hpx1, tq dx1 dt ´

ż

O
Bxj ϕpx1q

ˆż b

0

d

dt
Xj

`
y1β1 ` pt ` ϕpy1qqβd

˘
dt

˙
dx1

“
ż

O
Xj

`
y1β1 ` ϕpy1qβd

˘Bxj ϕpx1q dx1.
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En sommant pour j P �1, d� on obtient
ż

V
divpXq dx “

ż

O
pX ¨ νq`

y1β1 ` pt ` ϕpy1qqβd

˘b
1 ` }∇ϕpx1q}2 dx1 “

ż

BΩ
X ¨ ν dσ.

Cela prouve (3.8) et conclut la démonstration.

3.2.4 Formule de Green

On déduit maintenant de la formule de Stokes la formule de Green, qui est un
analogue en dimension d ě 2 de la formule d’intégration par parties. Dans le théorème
suivant on suppose qu’un des facteurs est à support compact dans Ω pour s’assurer
que les intégrales sont bien définies même dans le cas où Ω n’est pas borné, mais cela
n’empêche pas les deux fonctions d’être non nulles au voisinage de BΩ.

Théorème 3.25. Soient Ω un ouvert de classe C1 et u, v P C1pΩq dont une au moins
est à support compact dans Ω. Pour j P �1, d� on a alors

ż

Ω
Bju v dx “ ´

ż

Ω
u Bjv dx `

ż

BΩ
uv νj dσ,

où νj “ ν ¨ ej est la j-ième coordonnée de ν dans la base canonique de Rd.

Démonstration. Pour x P Ω on pose Xpxq “ upxqvpxqej . Pour tout x P Ω on a alors

divpXqpxq “ Bjpuvqpxq “ Bjupxqvpxq ` upxqBjvpxq.

En outre, pour x P BΩ on a Xpxq ¨ νpxq “ upxqvpxqνjpxq. On conclut alors avec le
théorème de Stokes.

Pour u P C1pΩq et x P BΩ on pose

Bu

Bν
pxq “ ∇upxq ¨ νpxq.

Théorème 3.26. Soient Ω un ouvert de classe C1 et u, v P C2pΩq dont une au moins
est à support compact dans Ω. Alors on a

´
ż

Ω
Δu v dx “

ż

Ω
∇u ¨ ∇v dx ´

ż

BΩ

Bu

Bν
v dσ,

où on a noté Bνu “ Bu
Bν “ ∇u ¨ ν la dérivée normale de u.

Démonstration. D’après le théorème 3.25 on a, pour tout j P �1, d�,

´
ż

Ω
B2

j u v dx “
ż

Ω
Bju Bjv dx ´

ż

BΩ
Bju v νj dσ.

On conclut en sommant sur j P �1, d�.

Corollaire 3.27. Soient Ω un ouvert de classe C1 et u, v P C2pΩq dont une au moins
est à support compact dans Ω. Alors on a

ż

Ω

`
u Δv ´ Δu vq dx “

ż

BΩ

ˆ
u

Bv

Bν
´ Bu

Bν
v

˙
dσ.
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Exemple 3.28. Soient u, v P C1pB1q. Alors on a
ż

B1

∇upxqvpxq dx “
ż

xPS1

upxqvpxqx dσpxq ´
ż

B1

upxq∇upxq dx.

Si u P C2pB1q on a aussi
ż

B1

Δupxqvpxq dx “
ż

xPS1

Brupxqvpxq dσpxq ´
ż

B1

∇upxq ¨ ∇vpxq dx,

où Brupxq “ ∇upxq ¨ x
|x| est la dérivée radiale de u.

Exemple 3.29. Pour φ P C8
0 pRdq et j P �1, d� on a

´
ż

Rd

|x| Bjφpxq dx “
ż

Rd

xj

|x|φpxq dx. (3.9)

La fonction x ÞÑ |x| est de classe C8 sur Rdz t0u est sa dérivée par rapport à xj est xj

|x| .
Cependant, (3.9) n’est pas une conséquence directe de la formule de Green à cause du
manque de régularité en 0. D’après le théorème de convergence dominée on a

´
ż

Rd

|x| Bjφpxq dx “ ´ lim
εÑ0

ż

|x|ąε
|x| Bjφpxq dx.

Pour ε ą 0 on a par la formule de Green

´
ż

|x|ąε
|x| Bjφpxq dx “ ´

ż

xPSε

|x| φpxqνjpxq dσpxq `
ż

|x|ąε

xj

|x|φpxq dx,

où νpxq “ ´x
ε est la normale extérieure à RdzBε. On a alors

ˇ̌
ˇ̌
ż

xPSε

|x| φpxqνjpxq dσεpxq
ˇ̌
ˇ̌ ď εσεpSεq }φ}8 ÝÝÝÑ

εÑ0
0.

D’autre part, par le théorème de convergence dominée on a
ż

|x|ąε

xj

|x|φpxq dx ÝÝÝÑ
εÑ0

ż

Rd

xj

|x|φpxq dx.

Cela prouve (3.9).
Le calcul qui suit sera utile pour étudier au chapitre suivant l’équation de Poisson

´Δu “ f en dimension d ě 3.
Exemple 3.30. On suppose que d ě 3. Montrons que pour φ P C8

0 pRdq on a

´
ż

Rd

|x|´pd´2q Δφpxq dx “ pd ´ 2qσpS1qφp0q. (3.10)

La fonction u : x ÞÑ |x|´pd´2q est de classe C8 sur Rdz t0u. On rappelle que le Laplacien
d’une fonction radiale s’écrit en coordonnées sphériques de la façon suivante :

ΔGprq “ 1
r2

B
Br

ˆ
r2 BGprq

Br

˙
.

Ici on obtient que Δu “ 0 sur Rdz t0u. La fonction x ÞÑ |x|2´d est localement intégrable
sur Rd. Par le théorème de convergence dominée et le changement de variable x “ εy
on a

ż

Rd

1
|x|d´2 Δφpxq dx “ lim

εÑ0

ż

|x|ąε

1
|x|d´2 Δφpxq dx “ lim

εÑ0

ż

|y|ą1

1
|y|d´2 Δφεpyq dx.
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où pour ε ą 0 et y P Rd on a posé φεpyq “ φpεyq. Par la formule de Green on obtient
ż

Rd

1
|x|d´2 Δφpxq dx “ lim

εÑ0
Iε ´ lim

εÑ0
Jε,

où pour ε ą 0 on a noté

Iε “
ż

|y|“1

1
|y|d´2

Bφε

Bν
pyq dσ et Jε “

ż

|y|“1
φεpyq B

Bν

1
|y|d´2 dσ.

On a
Iε “ ε

ż

|y|“1

Bφ

Bν
pεyq dσ ÝÝÝÑ

εÑ0
0,

et par le théorème de convergence dominée

Jε “ ´pd ´ 2q
ż

|y|“1

1
|y|d´1 φεpyq dσ “ ´pd ´ 2q

ż

|y|“1
φεpyq dσ ÝÝÝÑ

εÑ0
´pd ´ 2qσpS1qφp0q.

D’où le résultat.
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