
M1 ESR Distributions - Fourier

Examen Final

Vendredi 8 janvier 2021 (2 heures)

Exercice 1. Soient T P D1pRq et f P C8pRq.
1. Rappeler la définition de la distribution fT et montrer que c’est effectivement une
distribution.
2. Donner (en la démontrant) une expression de la distribution dérivée pfT q1.

Correction : [3 points] Voir cours.

Exercice 2. Pour x P R on pose fpxq “ a|x|.
1. Montrer que f est localement intégrable. On note Tf la distribution associée à f .
2. Calculer la dérivée de Tf .

Correction : [2,5 points]
1. La fonction f est continue sur R, elle est donc localement intégrable.

2. La fonction f est dérivable sur R˚ de dérivée f 1 : x ÞÑ
?

|x|
2x . Cela définit une fonction

localement intégrable sur R, donc pour φ P C8
0 pRq on a par le théorème de convergence

dominée

´
ż

R
fpxqφ1pxq dx “ ´ lim

εÑ0`

ż

|x|ěε

fpxqφ1pxq dx

“ lim
εÑ0`

˜ż

|x|ěε

f 1pxqφpxq dx ´ `
fpεq ´ fp´εq˘

φpεq
¸

“
ż

R
f 1pxqφpxq dx.

Cela prouve que T 1
f “ Tf 1 .

Exercice 3. On utilisera la convention suivante pour la transformée de Fourier. Pour
f P L1pRq et ξ P R on note

f̂pξq “ pFfqpξq “
ż

R
e´ixξfpxq dx.

1. Soit a ą 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction g0 “ 1r´a,as (fonction
indicatrice de l’intervalle r´a, as).
2. Montrer que pour f, g P SpRq et ξ P R on a xfgpξq “ 1

2π
pf̂ ˚ ĝqpξq.

3. Même question en supposant seulement que f et g sont dans L2pRq.
4. Pour f P L2pRq et x P R on pose

pPfqpxq “ 1

π

ż

R
fpx ´ yqsinpyq

y
dy.

Montrer que pPfqpxq est bien défini pour tout x P R.
5. Montrer que la fonction Pf ainsi définie est continue.
6. Montrer que Pf P L2pRq et }Pf}L2pRq ď }f}L2pRq.
7. Montrer que P pPfq “ Pf .



Correction : [10,5 points]
1. En reprenant le calcul de l’exemple 2.8 on obtient pour tout ξ P R˚,

pg0pξq “ 2 sinpaξq
ξ

.

On a également pg0p0q “ 2a.
2. Soient f, g P SpRq. Pour ξ P R on a

1

2π
pf̂ ˚ ĝqpξq “ 1

2π

ż

R
f̂pξ ´ ηqĝpηq dη “ 1

2π

ż

R

ˆż

R
e´iypξ´ηqfpyq dy

˙
ĝpηq dη.

D’après le théorème de Fubini et par la formule d’inversion pour la transformée de Fourier
on obtient

1

2π
pf̂ ˚ ĝqpξq “

ż

R
e´iyξfpyq

ˆ
1

2π

ż

R
eiyη ĝpηq dη

˙
dy “

ż

R
e´iyξfpyqgpyq dy “ xfgpξq.

3. Par densité de SpRq dans L2pRq, il existe des suites pfnqnPN et pgnqnPN dans SpRq qui
convergent dans L2pRq vers f et g, respectivement. Soit ξ P R. On a

ˇ̌
ˇzfngnpξq ´ xfgpξq

ˇ̌
ˇ ď }fngn ´ fg}L1pRq

ď }fnpgn ´ gq}L1pRq ` }pfn ´ fqg}L1pRq
ď }fn}L2pRq }gn ´ g}L2pRq ` }fn ´ f}L2pRq }g}L2pRq
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8 0,

car la suite pfnqnPN est bornée dans L2pRq. D’autre part,

1

2π

ˇ̌
ˇ
`xfn ˚ xgn

˘pξq ´ ` pf ˚ pg
˘pξq

ˇ̌
ˇ

ď 1

2π

ˇ̌
ˇ
`xfn ˚ xgn

˘pξq ´ `xfn ˚ pg
˘pξq

ˇ̌
ˇ ` 1

2π

ˇ̌
ˇ
`xfn ˚ pg

˘pξq ´ ` pf ˚ pg
˘pξq

ˇ̌
ˇ

ď 1

2π

›››xfn ˚ pxgn ´ pgq
›››
L8pRq

` 1

2π

›››pxfn ´ pfq ˚ pg
›››
L8pRq

ď 1

2π
}xfn}L2pRq}xgn ´ pg}L2pRq ` 1

2π
}xfn ´ pf}L2pRq}pg}L2pRq

ď }fn}L2pRq}gn ´ g}L2pRq ` }fn ´ f}L2pRq}g}L2pRq
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8 0.

Pour tout n P N on a
zfngnpξq “ 1

2π

`xfn ˚ xgn
˘pξq.

Par passage à la limite on obtient donc

xfgpξq “ 1

2π

` pf ˚ pg
˘pξq.

4.Pf est bien définie comme produit de convolution des fonctions f et

y ÞÑ sincpyq
π

“
#

sinpyq
πy , si y ‰ 0,

1
π , si y “ 0,

qui sont de carrés intégrables sur R.
5. Soit h P L2pRq telle que ĥ “ f . Pour x P R on pose gpxq “ 1

21r´1,1spxq. D’après la
question 1 on a ĝpξq “ sinpξq

ξ pour tout ξ ‰ 0. On a alors

Pf “ 1

π
f ˚ ĝ “ 1

π
ĥ ˚ ĝ “ 2Fphgq “ 2F

`pF´1fqg˘
.

La fonction hg est intégrable, donc sa transformée de Fourier est continue.



6. D’autre part on a h P L2pRq et g P L8pRq donc hg P L2pRq puis xhg P L2pRq, donc
Pf P L2pRq. En outre

}Pf}L2pRq “ 2}xhg}L2pRq ď 2
?
2π }hg}L2pRq ď ?

2π }h}L2pRq “ }f}L2pRq .

7. On a
P pPfq “ 2F

`pF´1pPfqqg˘ “ 4F
`
F´1pfqg2˘

.

Comme g2 “ g{2 on obtient

P pPfq “ 2F
`pF´1fqg˘ “ Pf.

Exercice 4. 1. Soit sa, br un intervalle ouvert de R, avec a, b P R, a ă b. Soient f1 et
f2 deux fonctions de classe C1 sur R. Pour x P R on pose

fpxq “
#
f1pxq si x Psa, br,
f2pxq si x Rsa, br.

f est localement intégrable. On note Tf P D1pRq la distribution associée à f . Sans utiliser
la formule des sauts, calculer la distribution dérivée de Tf .
2. On considère maintenant un ouvert Ω borné et de classe C1 dans R2. On note ν “
pν1, ν2q la normale unitaire extérieure et σ la mesure de Lebesgue sur BΩ. Étant donnée
une fonction continue g sur BΩ, on note Sg l’application qui à φ P C8

0 pR2q associe

�Sg,φ� “
ż

BΩ
gpxqφpxq dσpxq.

Montrer que Sg est une distribution sur R2 et préciser son ordre (on admettra que BΩ
est de mesure finie).
3. On note 1Ω la fonction indicatrice de Ω (1Ωpxq “ 1 si x P Ω et 1Ωpxq “ 0 si x R Ω). On
note T la distribution sur R2 associée à la fonction 1Ω. Expliciter les dérivées partielles
Bx1T et Bx2T de T .
4. Soient f1 et f2 deux fonctions de classe C1 sur R2. On considère la fonction f définie
par

fpxq “
#
f1pxq si x P Ω,

f2pxq si x R Ω.

On note Tf la distribution associée à f . Expliciter les dérivées partielles Bx1Tf et Bx2Tf

de Tf .
Correction : [6 points]
1. Pour φ P C8

0 pRq on a

´
ż

R
fpxqφ1pxq dx “ ´

ż a

´8
f2pxqφ1pxq dx ´

ż b

a

f1pxqφ1pxq dx ´
ż `8

b

f2pxqφ1pxq dx

“
ż a

´8
f 1
2pxqφpxq dx ´ f2paqφpaq

`
ż b

a

f 1
1pxqφpxq dx ´ f1pbqφpbq ` f1paqφpaq

`
ż `8

b

f 1
2pxqφpxq dx ` f2pbqφpbq

“
ż

R
f 1pxqφpxq dx ` `

f1paq ´ f2paq˘
φpaq ` `

f2pbq ´ f1pbq˘
φpbq,



où f 1 désigne la dérivée de f sur Rzta, bu. Ainsi on a

T 1
f “ Tf 1 ` `

f1paq ´ f2paq˘
δa ` `

f2pbq ´ f1pbq˘
δb.

2. L’application Sg est une forme linéaire sur C8
0 pR2q. En outre g est continue et donc

bornée sur le compact BΩ. Pour tout φ P C8
0 pR2q on a alors

|�Sg,φ�| ď }φ}8 }g}8 σpBΩq.
Cela prouve que Sg est continue et définit une distribution d’ordre 0.
3. Soit φ P C8

0 pR2q. D’après la formule de Green on a

�Bx1
T,φ� “ ´ �T, Bx1

φ� “ ´
ż

Ω

Bx1
φ dx “ ´

ż

BΩ
φpxqν1pxq dσpxq.

Ainsi on a Bx1
T “ ´Sν1

. On montre de la même façon que Bx2
T “ ´Sν2

.
4. On peut faire un calcul analogue à la question précédente, ou bien observer que f “
f2 ` pf1 ´ f2q1Ω. On obtient alors

Bx1
Tf “ Bx1

Tf2 ` pBx1
f1 ´ Bx1

f2q1Ω ´ pf1 ´ f2qSν1
“ TBx1

f ´ Spf1´f2qν1
,

où Bx1
f désigne la dérivée partielle de f sur R2zBΩ. On obtient de même

Bx2
Tf “ TBx2f

´ Spf1´f2qν2
.

Exercice 5. Soit f P L1pRq. On suppose que f est de classe C1 sur Rzt0u. Soit g une
fonction continue et à support compact sur R. On suppose que g est de classe C1 sur
s ´ 1, 1r.
1. Montrer que le produit de convolution pf ˚ gqpxq est bien défini pour tout x P R.
2. Montrer que la fonction pf ˚ gq est de classe C1 sur s ´ 1, 1r.
3. Soit x0 P R. Qu’obtient-on si on suppose maintenant que f est de classe C1 sur Rztx0u
au lieu de Rzt0u ?

Correction : [4 points]
1. Comme g est continue à support compact, elle est en particulier bornée. Puisque f est
intégrable, le produit de convolution pf ˚ gq est bien défini en tout point.
2. Soit x1 Ps ´ 1, 1r. Soit ε ą 0 tel que rx1 ´ 3ε, x1 ` 3εs Ăs ´ 1, 1r. Soit χ P C8

0 pR, r0, 1sq
à support dans s ´ 2ε, 2εr et égale à 1 sur r´ε, εs. La fonction p1 ´ χqf est de classe C1,
donc

`p1 ´ χqf˘ ˚ g est de classe C1. Pour x P R on a

`pχfq ˚ g
˘pxq “

ż 2ε

´2ε

fpyqχpyqgpx ´ yq dy.

La fonction x ÞÑ fpyqχpyqgpx ´ yq est dérivable sur s ´ ε, εr pour tout y Ps ´ 2ε, 2εr, de
dérivée fpyqχpyqg1px´ yq. Puisque g1 est bornée sur le segment rx1 ´ 3ε, x1 ` 3εs, il existe
M tel que ˇ̌

fpyqχpyqg1px ´ yqˇ̌ ď M |fpyq|
Comme f est intégrable, on obtient par le théorème de dérivation sous l’intégrale que`pχfq ˚ g

˘
est dérivable sur sx1 ´ ε, x1 ` εr et sa dérivée vérifie

`pχfq ˚ g
˘1px1q “

ż

R
fpyqχpyqg1px1 ´ yq dy.

Cela étant valable pour tout x1 Ps ´ 1, 1r, cela prouve que
`pχfq ˚ g

˘
est dérivable sur

s ´ 1, 1r. On obtient ensuite par le théorème de continuité sous l’intégrale que
`pχfq ˚ g

˘1

est continue sur s ´ 1, 1r, d’où
`pχfq ˚ g

˘
est de classe C1 sur s ´ 1, 1r.

3. Pour x P R on note hpxq “ fpx ` x0q. Ainsi h est intégrable sur R et de classe C1 sur
Rzt0u, donc ph ˚ gq est de classe C1 sur s ´ 1, 1r. Pour x P R on a

pf ˚ gqpxq “ ph ˚ gqpx ´ x0q.
On en déduit que pf ˚ gq est de classe C1 sur s ´ 1 ` x0, 1 ` x0r.


