M1 ESR DISTRIBUTIONS - FOURIER

Examen Final

Vendredi 8 janvier 2021 (2 heures)

Exercice 1. Soient 7' e D'(R) et f € C*(R).

1. Rappeler la définition de la distribution f7' et montrer que c’est effectivement une
distribution.

2. Donner (en la démontrant) une expression de la distribution dérivée (fT')’.

Correction : [3 points] Voir cours.

Exercice 2. Pour z € R on pose f(x) = +/|z|.
1. Montrer que f est localement intégrable. On note 7% la distribution associée a f.
2. Calculer la dérivée de T.

Correction : [2,5 points]
1. La fonction f est continue sur R, elle est donc localement intégrable.

2. La fonction f est dérivable sur R* de dérivée f': x — —g‘;l Cela définit une fonction
localement intégrable sur R, donc pour ¢ € C°(R) on a par le théoréme de convergence
dominée

*Lﬂmme=fhm f(@)¢/(z) du

e—0+t |z|>e

= lim (J N f'(@)p(x) do — (f(e) — f(—5>>¢(8)>

e—0t
- [ @) da.
R

Cela prouve que TJ’c =Tp.

Exercice 3. On utilisera la convention suivante pour la transformée de Fourier. Pour

fe L'Y(R) et £ € R on note

~

(&) = (Fh)©) = f e~1%€ £ () da.

1. Soit @ > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction gy = 1j_44 (fonction
indicatrice de l'intervalle [—a, a]).

2. Montrer que pour f,g€ S(R) et £€R on a @(f) = %(f *§)(€).

3. Méme question en supposant seulement que f et g sont dans L?(R).

4.Pour f e L*(R) et x € R on pose

1 sin(y
PR = [ 5 -T2 gy
T JR Y
Montrer que (Pf)(z) est bien défini pour tout x € R.
5. Montrer que la fonction Pf ainsi définie est continue.
6. Montrer que Pf e L*(R) et | P[] 2 < | £ 2y
7. Montrer que P(Pf) = Pf.



Correction : [10,5 points]
1. En reprenant le calcul de 'exemple 2.8 on obtient pour tout £ € R*,

2sin(af)

g0(&) = ¢

On a également §p(0) = 2a.
2. Soient f,g€ S(R). Pour £eRon a

QL( f fle=ms 217r (JRe_iy“_”’f(y)dy> g(m) dn.

D’apreés le théoréme de Fubini et par la formule d’inversion pour la transformée de Fourier
on obtient

s (Fea©) = [ 1) (g [ ematman) o= [ e gt v = Face)

Q>

3. Par densité de S(R) dans L?(R), il existe des suites (f,)nen €t (gn)nen dans S(R) qui
convergent dans L?(R) vers f et g, respectivement. Soit £ € R. On a

[F290(6) = F9(&)| < 1480 = F9l11s)
<90 = Dy + 1 = Dol
< ey 90 = 9llzagy + 1 = Fliae l9l ooy
— 0,

n—+00

car la suite (f,)nen est bornée dans L?(R). D’autre part,
1 e _ N A
o ‘(fn * gn) (€) — (f*g)(f)‘
1), ~ —_~ 1 ,~ L

1= - 1, —
< o n n - o n -

27 Hf Y g)HLm(R) N 27 H(f * gHLO@(R

1 ,—~ N 1 ,—~ .
< g lfallee@lgn = ale@ + 5-l1fn = Fllr2w a2y
< | fulzz@yllgn — gllcewy + 1fn = flrzmwl9lce )
n—+00 0

Pour tout ne N on a 1

Par passage a la limite on obtient donc

1

—(F*9)(©.

Fo€) = 5

4. Pf est bien définie comme produit de convolution des fonctions f et

sinc(y) {“25}’), siy #0,

T 1 siy =0,

)

yl—)

qui sont de carrés intégrables sur R.
5.So0it h € L?(R) telle que h = f. Pour € R on pose g(r) = %]l[—Ll] (z). D’apres la

_ sm(§)

question 1 on a (&) pour tout £ # 0. On a alors

Pf=2fxg=hxg=2F(hg) =2F((F ' 1)g).

La fonction hg est intégrable, donc sa transformée de Fourier est continue.



6. D’autre part on a h € L2(R) et g € L®(R) donc hg € L%(R) puis hg € L2(R), donc
Pf e L*(R). En outre

1P fllr2m@) = 2lhglz2®) < 2vV2m [hg| 2@y < V27 [hll 2@y = [ flr2) -
7.0n a
P(Pf) =2F((F 1(Pf))g) = 4F (F 1 (f)g*)-
Comme g% = g/2 on obtient

P(Pf)=2F((F~'f)g) = Pf.

Exercice 4. 1.Soit |a,b[ un intervalle ouvert de R, avec a,b € R, a < b. Soient f; et
fo deux fonctions de classe C! sur R. Pour x € R on pose

2 = fi(x) size€la,bl,
1w {f2($) si  ¢]a, b[.

f est localement intégrable. On note Ty € D'(R) la distribution associée a f. Sans utiliser
la formule des sauts, calculer la distribution dérivée de T7.

2. On considére maintenant un ouvert {2 borné et de classe C'' dans R%. On note v =
(v1, %) la normale unitaire extérieure et o la mesure de Lebesgue sur 652. Etant donnée
une fonction continue g sur 0, on note S, I'application qui a ¢ € C§°(R?) associe

(S, ) = f 9(2)(z) do(x).

o0

Montrer que S, est une distribution sur R? et préciser son ordre (on admettra que 052
est de mesure finie).

3. On note 1, la fonction indicatrice de 2 (1g(x) = 1siz e Qet Lg(x) = 0six ¢ Q). On
note 7" la distribution sur R? associée a la fonction 1. Expliciter les dérivées partielles
Oz, T et 0, T de T

4. Soient f; et fo deux fonctions de classe C'! sur R?. On considére la fonction f définie

par
) filx) sixeQ,
fe) = {fg(:c) six ¢ Q.

On note T} la distribution associée & f. Expliciter les dérivées partielles 0,, Ty et 0, T
de Tf.

Correction : [6 points]
1.Pour ¢ € CP(R) on a

+00

a b
— J f(x)d' (z)dx = — f fa(2)¢ (z) dz — f fi(x)d (z) dx — fo(z)d (z) dz
R —0 a b
- [ f@ew ds - fa@ot)
b
n f fL(@)d(x) dz — FL(B)B0) + f(a)d(a)
o [ p@)e@ e+ fab)sw)

b

- j F@)6(x) dz + (f1(a) — f2(a))dla) + (F2(b) — f1(8))6(D),



ou f’ désigne la dérivée de f sur R\{a,b}. Ainsi on a
T =Ty + (f1(a) — f2(a))da + (f2(b) — f1(D)) 0.

2. L’application S, est une forme linéaire sur C&(R?). En outre g est continue et donc
bornée sur le compact 0€2. Pour tout ¢ € C°(R?) on a alors

[{Sg: &) < 19llo5 9]0 o(0L).-

Cela prouve que Sy est continue et définit une distribution d’ordre 0.
3. Soit ¢ € CF(R?). D’aprés la formule de Green on a

<611T7 ¢> = <T7 afbl¢> = JQ ar1¢dx = - 0 (;S(x)yl(x) dO’({E)

Ainsi on a 0z, T = —5,,. On montre de la méme facon que 0,7 = —5,,.
4. On peut faire un calcul analogue & la question précédente, ou bien observer que f =
f2+ (fi — f2)1q. On obtient alors

Ox, Ty = 0, Ty + (Ouy f1 — Oz, f2) L — (f1 — f2) S0, = To, 5 — S(fi—f)on»
ol 0, f désigne la dérivée partielle de f sur R?\d€Q. On obtient de méme

Oy Tr = Touy = S(f1= f2)va-

Exercice 5. Soit f € L'(R). On suppose que f est de classe C! sur R\{0}. Soit g une
fonction continue et a support compact sur R. On suppose que g est de classe C'! sur
]—1,1].

1. Montrer que le produit de convolution (f * g)(z) est bien défini pour tout x € R.

2. Montrer que la fonction (f = g) est de classe C! sur | —1,1].

3. Soit 2o € R. Qu’obtient-on si on suppose maintenant que f est de classe C' sur R\{zq}
au lieu de R\{0} 7

Correction : [4 points]

1. Comme g est continue & support compact, elle est en particulier bornée. Puisque f est
intégrable, le produit de convolution (f # g) est bien défini en tout point.

2. Soit 27 €] — 1,1[. Soit € > 0 tel que [z1 — 3¢,21 + 3] <] — 1, 1. Soit x € CF (R, [0,1])
a support dans | — 2¢, 2¢[ et égale a 1 sur [—¢,e]. La fonction (1 — x)f est de classe C1,
donc ((1 — x)f) * g est de classe C*. Pour z € R on a

2e

((xf) = g)(x) = , fW)xy)g(x —y) dy.

La fonction = — f(y)x(y)g(x — y) est dérivable sur | — €, e[ pour tout y €] — 2¢, 2¢[, de
dérivée f(y)x(y)g'(x —y). Puisque ¢’ est bornée sur le segment [z — 3¢, 21 + 3¢], il existe
M tel que

lFWxw)g' (= —y)| < M |f(y)]

Comme f est intégrable, on obtient par le théoréme de dérivation sous l'intégrale que
((x[f) * g) est dérivable sur Jzy — &, z1 + €[ et sa dérivée vérifie

(xf) *9) (a1) = fRﬂy)x(y)g’(m y)dy.

Cela étant valable pour tout x; €] — 1, 1[, cela prouve que ((X f) = g) est dérivable sur
] — 1,1[. On obtient ensuite par le théoréme de continuité sous l'intégrale que ((xf) * g)l
est continue sur | — 1,1[, d’ott ((xf) * g) est de classe C* sur ] —1,1[.

3.Pour x € R on note h(x) = f(z + z0). Ainsi h est intégrable sur R et de classe C'! sur
R\{0}, donc (h = g) est de classe C! sur | —1,1[. Pour z€ Ron a

(f #g)(x) = (h*g)(x — 20).
On en déduit que (f = g) est de classe C! sur | — 1 + xq, 1 + x|



