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�� �������� ������ �� �������� ���� ������� ��� ���������� �� ������������ ������� ����
����� �� ������������� ������� � ����������� ����� �������� ������������� ������� ������ �� ����
� ����������� �� ����� �������� � ������� �� ������ �� ������ � ���� ���� �� ����� �� � ������
���� ��� �������� �� ��������� ��������� ���� ���������� �� �� � ������� �� ���������� ��
����������� ��� ������� � �� ����������
���� �� �������� �� ����� �� ��� �������� � �������� �� ����������� ��� ���������� ��

�������� ��� ��������� ����������� ���� �� ���������� ����� �� ����� �� ������ �� �� �����
������� ��������� �������������� �� �� ������� ��� ����� ���� �������� ����������� ���� ������
��� �������� ����� ��� ���������� ���� ����� �� ������ ���������� �� ���������������� ��������
�� ����������� ����� � ���� ���� �� ������ �� �� ����� �� ������� �� ������ �� ����� �����
�������� ���������� f ��� ����������� �� |f |� ������������ ������ ��������� ��� �� ������ �� f ��
� ����� ��� ��������� �� ���� ������������� �� �������� ����� ���� ��������� ���� ������ ���������
��� ��� ������� ��� ���� ����������
�� � �� ���������� ��� �������� ���������� ���� �� ������� �� ��������� � �������� ������

������� �������� ��� ��������� ����������� �� ���� �� �������� �������� �������� ��� ������
���������� �� ������������ ����� ��� �� � � �������� �� ����� �� �� ������� ������ ���������� ��
��� �� ����� �������� ����������� ���� ������� ������������ ��� ������ �����������
�� �� ��������� ���������� ��� �� ������� ���������� ��� ���������� �� ���������� ���

������� ��� �� ����� ��� �������� ��� ��������� �� ������ ����������� ��� ������ ���� ��������
��� �������� ��� ��������� ����������� ��������� ������ ��� ������ ���������� ������ ������
������ ��������� ���� ��� ����� ����������� ���������� ��� ������ �� ������� �������� ����
�������� �� ��������� ����������

��� ��� ������� �� �������� Lp

���� pX,M, µq �� ������ ������� �� ���� �� �������� ��� ��������� ������������ ����� �����
���� L1pX,M, µq ��� L1pXq ���� ��� � ��� ������������� �� ��������� ��� ������� �������� �
��������� ���� ���� p P r1,`8r� ����� ������ ��� �������� f ��������� �� X ���� R ���
���� C�� �� ����

}f}p “
ˆż

X

|f |p dµ

˙ 1
p

P r0,`8s.
���� p P r1,`8s �� ���� LppX,M, µq ��� LppXq ���� ��� � ��� ������������ ���������� ���
��������� ���������� f : X Ñ R ������ ���

}f}p ă `8.

�� ��� ������� ����������� ��������� ����� ����� ���������� ���� �� ����� ���� ����� ��� ����
����������� �� ����������� � ��������������� �� |f |p ������ ���� ����� �� |f |� �������� ���� � �

��������� � �� ������������ � �� L �� L ���� �� ��� �� �������� ���������� ��������� ������
� L � �� ���� ��� ���� �������� ���� �� L ����� ��� ����� ���������� �� ��� ���� �����
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������� ���� ������ p P r1,`8r �� α ą 0�

��� ���� x ě 1 �� ���� fαpxq “ 1
xα � ����� fα ���������� � Lppr1,`8rq �� �� ��������� ��

αp ą 1�

���� ���� x Ps0, 1s �� ���� gαpxq “ 1
xα � ����� gα ���������� � Lpps0, 1sq �� �� ��������� ��

αp ă 1�

����� ���� x ą 0 �� ���� hαpxq “ 1
xα � ����� hα ������������ ��� � Lpps0,`8rq�

��������� ���� ���� p P r1,8s �� ���� �ppNq �������� LppN,PpNq, µq� �� µ ��� �� ������
�� �������� ��� N� ���� p P r1,`8r �� a “ panqnPN �� � �����

}a}p “
˜ 8ÿ

n“0

|an|p
¸ 1

p

.

�� ������� ��� ��������� ��������� ��� Z �� ������ N˚�

��������� ���� ����� ������ ��� �������� f ��������� �� X ���� R ��� ���� C�� �� ���� �

}f}8 “ inf tρ ě 0 | |f | ď ρ ������� �������u P r0,`8s.

�� ���� L8pX,M, µq ��� L8pXq ���� ��� � ��� ������������ ���������� ��� ��������� �����
������ f : X Ñ R ������ ���

}f}8 ă `8.

�� ��� ����� ��� f ��� ��������������� �������

������� �� ������ µ ��� ����� ��� H ��� �� ���� �������� �� ������ ������ ��� ���������
��������������� ������� ���� ���������� ��� ��������� �������� �� ���� �� ���� }f}8 ��� ����
������� �� ����� ���������� �� |f |� ����� ��� ������� �� ��� ���� ��� ������� �� ������ �����
������������ �8pNq� �� ���� a “ panqnPN �� � ����������

}a}8 “ sup
nPN

|an| .

���� �� ��� �������� �� � ��� ��������� � }f}8 ��� �� ����� ���������� �� |f | � �� ���
������ �� ������ ����� ����� �� �������� |f | � �������� }f}8 ��� �� �������� ������������
�� ������������ ��� �������� ��� ��������������� ������ �� ���� �������� ������� ������� ����
��� �������� �������

������� ���� �� ��������� ��� R �� �������� ����������� �� Q� ����� ����� ρ ě 0� �� �
|1Q| ď ρ ������� �������� �� ���� ��� Q ��� �� ������ ������ ���� ������ ���

}1Q}8 “ 0.

�� ������� �� �� ���� ����� �� ����������� �� ��������

x ÞÑ
#
x �� x P Q,

0 �� x R Q,

��� ����� �������� ��� �������
���� 1RzQ �� ��������� ��� ���������� �� ����� ������� RzQ ����� ��� �� ������ ������ ��

� ����
ˇ̌
1RzQ

ˇ̌ ď ρ ������� ������� ��� ����� �������� ���� ���� ρ ě 1� ���� �� ����� ���� �� ���
���� ρ P r0, 1r� �� ������� �������� ��� ρ ��� ������������ �� ������� ���

››1RzQ

››8 “ 1.

����������� ���� ���� f P L8pX,M, µq� ����� ���� ������� ���� x P X �� � |fpxq| ď }f}8�

�� �� ��� ������������ ����� ���� }f}8 “ `8 ���� �� ��� �� ����� ρ ě 0 ����� ��� ��� |f | ď ρ �������
��������

�� ���������� �������� �
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�� ��������� ������� ����� ������������ �� �������� ������� �� �� ���� ��� ��������� ���
����������� �� ��������� ���� �� ��������� ���� �� }f}8� �� ������ ��� �� �� ������� ���������
����� ������� �� ����� ����������� �� � ������ }f}8 ����� ����� �� ����� ���������� ��
���������� ��� ρ �������� �� ��������� � |f | ď ρ ������� ������� �� ���� ���� ���������� ���
� ������ ��� �� ��������� ��� ������� ���� ρ “ }f}8� �� ����������� ������ ��� ����� ���� ��
���� �� ��� ������� ����� ���� �� ���� ������

}f}8 “ min tρ ě 0 | |f | ď ρ ������� �������u .
�������������� �� �������� ��� ����� �� }f}8 “ `8� �� ������� ���������� ��� f ��� ������
���������� ������� ���� ρ ě 0 �� ����

Aρ “ tx P X | |fpxq| ą ρu
����� ��� ������ ��������� �� X� ����� ����� ���������� �� �������� sρ,`8r ��� �� ��������
��������� |f |� ���� ρ ą }f}8� ��� ��������� �� }f}8� �� ������ ρ̃ ď ρ ��� ��� µpAρ̃q “ 0�
������� Aρ Ă Aρ̃� �� � ��������� µpAρq “ 0� ����� � Aρ ��� �� ������ ����� ���� ����
ρ ą }f}8� �� ������� ������� ���

A}f}8 “
ď

nPN˚
A}f}8` 1

n
.

������� A}f}8` 1
n
��� �� ������ ����� ���� ���� n P N˚� ���� ������ ��� µpA}f}8 q “ 0�

��������� ���� �� � ���� |f | ď }f}8 ���� �������������� ��� �� �������� �� ������ ������

������������� � �� ��� �� �������� �������� ��� ������������ }¨}p ���� p P r1,`8s �� ����
�� ������� ��� ��� ������ ��� LppXq � �� ����� �� f ��� ��� �������� ��������� ��� X ���
��� ����� ������� ������� ���� ��� �������� ����� �� �

f ‰ 0 �� }f}p “ 0.

���� ��������� ���������� �� ��������� ����� ������ ����� ��������
�� ����� ������ ��� ����� �������� ��������� ��������� �� ������ ���������� ���� ���

������� �� ��������� ������������ �� �� ���� �� ��� ������ ��� ����� ��������� ����� ����
��� ��� ������ ���� ��� ��������� ���������� ����� ����� }¨}1 �� ���������� ��� �� ������
�������� ���� �� ����� ������� ��� ������
��������� �� �������� ����� ��� �� ������ �� � ���� ���� ���������� ��������� �� ��� ��

����� ��� �� �������� �� ������ ������ �� �� ��������� �� �� ������ ���� �� ����� ��������
�����������

��� ��������� �� ������

����� �� ���������� � �������� ��� ��������� ��� ���������� ������������ �� �� ���������
��� �������� �� ��� ���������� ����� �� ������ ���� �� ���������� ��� ��� ������� LppXq
���� ��� ������� ���������� �� ��� ��� ������������ }¨}p ���������� �� ���� ��� ������ ��
������� �������� ��� LppXq ����������� ������������ ������ ��� ������������� ��� ����������
��� ���������� ���� ���� ������� ���� p “ 1 �� p “ `8� ���� ����� �� ���� ��� ��������� ��
������� ��� ������ �� �������� ����� ����� ���� ��� ������� �� ������� ��� �� ����� �����������
��� Rd ������ ���� ����������� ��������������
���� ����� �� �� ��������� ��� ������� ����������� �� ������� ��� ���� �����������

���������� ���� ���������� ���� ��� ������� LppXq� �� ���� ��� �� ������� �� ���� ���������
����������� ����� �� ������� ��� ����������� �� ���� ����� ����� �� ���� �� �� ���� ��� ������
��� ���������� ������ ��� � ����������� ���� ������� ��� ���������� ��� ����� ������ �� �������
��� ���������� � � �� ����� ��� ������� LppXq �� ���� ��� ������� ��� ������� �� ���� ����
p “ `8��
��� ������� �� ������� fg ����� �������� ���������� f �� ����� �������� ������ g ���

����������� �� ��� ��������� ��� ���������� �� ����� �� ������� �� ����������� �� f �� �� �� �����
���������� �� g� �� ����������� ����� ����� � ���� ��� ������� LppXq� �� �� ������� ����������
��� �������� �� ��������� �� ����� ���� ���������

�� ���������� ����� � ������� ��� ��������� ��� ����� ��� ����������� ������ ��� �� ��������� �� }f}8�

�� ����� ��



��������� ���� ������ p, q P r1,`8s� �� ��� ��� p �� q ���� ��� ��������� ��������� ��
1

p
` 1

q
“ 1

����� �� ���������� ��������� 1{8 “ 0��

������� ���� �� ���� ��� � �� `8 ���� ���������� ������ ��� � ��� �������� � ���������
��� �������� ���������� �������� �� � �� 3

2 � ���� ������������� �� �������� p Ps1, 2r ���
�������� �������� � �� �������� q Ps2,`8r� �� ������������
�������� ��� ���������� �� �������� ������ p, q P r1,`8s ��� ��������� ��������� ������
f �� g ���� ��������� ���������� �� X ���� R� ����� �� �

ż

X

|fg| dµ ď }f}p }g}q . �����

�� ������������ ���� f P LppX,M, µq �� g P LqpX,M, µq �� � fg P L1pX,M, µq�
���� �� ��������� �� �������� � ���������� ��������� ������� ��������� ���� ��� �������

LppXq� �� � �� ����� ��� ������� �� ���������� ��������� ���� ��� �� ������� �� ����
��������� ���� ����������� �� ����� ��� �������� ���� ���� ���� ����� ��������� ���� ���� �� � �
���� �� ��� �������� ��������� �� �� ����� �� ��� ������� LppXq� ��� �� ���� � ������ ��� ����
��������� ������������� ���� ������� ��� ����������� ���� ������� �� �� ����� ����� ������ ��
��������� �� ��� ��������

�������������� ‚ �� ������� fg ��� ���� ��������� ����� ������� �� ���� ��������� ���
��������� �� �������� ��� �������� ��� �� �������� ���������� �� �� ����������� ��� ������
������ �� �� ��������� �� ����� �� f �� g ���� ���� LppXq �� LqpXq ��������������� �����
�� ������� }f}p }g}q ��� ���� �� ����� �������� ���� ��� fg ��� ����������� �� ���� ���� ��
������� ������ �� f �� g ��� ������� ������� ������ ����� ��������� �� ��� ���� �� ������� fg�
���� �� ��� �� ������ �� ������ ���� ����� ��� ���� ���� ����������� ��� ���� �������� ��
������� ���������� ��� f �� g �� ���� ��� ������� ������� ������� ����� �� }f}p “ `8 ��
}g}q “ `8� ����� ����������� ��� ������ ��������������� ������ �� ���� ���� ����������
�������� ��� �� ����� ��� �� ����
‚ �� ������� ��� p “ 1 �� q “ 8 ��� ��� p “ 8� q “ 1� ��� ���������� ����� |pfgqpxq| ď
|fpxq| }g}8 ���� ������� ���� x P X �� � ����

ż

X

|fg| dµ ď }g}8
ż

X

|f | dµ.

‚ �� ��������� ���������� �� ��� p, q Ps1,8r� ���� x P X �� ����

F pxq “ fpxq
}f}p

�� Gpxq “ gpxq
}g}q

.

������� ����������� �� ����� ������������ ����� �� �� ���� ���� x P X�

|F pxqGpxq| ď |F pxq|p
p

` |Gpxq|q
q

.

���� ��� ������ ���������� ��� ��������� ����������� ����� ������������ �� �������

1

}f}p }g}q

ż

X

|fg| dµ “
ż

X

|FG| dµ ď 1

p

ż

X

|F |p dµ ` 1

q

ż

X

|G|q dµ “ 1

p
` 1

q
“ 1.

���� �� ���������

�� ���� �� �� ���� ����� ���������� �� ������� �� ���� �� ���� ���������� �� ����������
������� �� ������ ��� ���������� ��� m P N˚ ��������� ���� m “ 3 �� ����� ������������

�� ���������� �������� �



������� �� ��������

���������� ����� ������ m P N˚ �� p1, . . . , pm P r1,8s ���� ���

1

p1
` ¨ ¨ ¨ ` 1

pm
“ 1.

������ f1, . . . , fm ��� ��������� ���������� �� X ���� R� ����� �� �
ż

X

|f1 . . . fm| dµ ď
mź

j“1

}fj}Lpj pX,M,µq .

�� ������������ �� f1 P Lp1pX,M, µq� � � �� fm P LpmpX,M, µq� ����� �� � f1 . . . fm P L1pX,M, µq�
�������� ��� ������ p, q, r P r1,`8s ���� ���

1

p
` 1

q
“ 1

r
.

������� ��� ���� ������ ��������� ���������� f �� g �� X ���� R �� �

}fg}r ď }f}p }g}q .
�� ������� ��� ���� f P LppX,M, µq �� g P LqpX,M, µq �� � fg P LrpX,M, µq�

��� ��������� �� ���������

��� �������� ����������� �� ����������� �� ������ ��� ����������� �� ��������� ��� ����
������ ����������� ����� ��������� ����� �� ����������� ����������� ������������ ���� }¨}p�
�������� ���� ���������� �� ����������� ������ p P r1,`8s� ����� ���� ���� ���������
���������� f �� g �� �

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p . �����

�� ������������ ���� f, g P LppX,M, µq �� � f ` g P LppX,M, µq�
�������������� ‚ ����� ���� ����������� �� ������� �� ������� ���������� ��� �����������
�� ����������� ������ �� �������� ��� �� ����� �� ���� ��������� ���������� ��� ����������
�� ������ ����������� ����� ��� ������ �� }f}p “ `8 �� }g}p “ `8� �� ������� ���� ��� f
�� g ���� ���� LppXq� ����� ������� |f ` g| ď |f | ` |g|� �� �������� ��� ����� ���� p “ 1 ��
p “ `8�
‚ �� ������� ���������� ��� p Ps1,`8r� �������

}f ` g}p ď }|f | ` |g|}p
��

} |f | }p ` } |g| }p “ }f}p ` }g}p ,
�� ���� �� ���������� �� ��� �� f �� g ���� � ������� ����������
‚ ��� ��������� �� �� �������� t ÞÑ tp ��� R` �� �� ���� ���� x P X�

ˆ
fpxq ` gpxq

2

˙p

ď fpxqp ` gpxqp
2

.

�� ������ `
fpxq ` gpxq˘p ď 2p´1

`
fpxqp ` gpxqp˘

.

���� ������ ��� f`g ��� ���� LppXq� �� ���� h “ f`g� �� }h}p “ 0 ����������� �� ���������
��� ������� �� ������� ���� ��� }h}p ą 0� �� ���� q “ p

p´1 ���������� �������� �� p� �� �
�����

››hp´1
››
q

“
ˆż

X

hpp´1qq dµ
˙ 1

q

“
ˆż

X

hp dµ

˙ p´1
p

“ }h}p´1
p ă `8.

��� ������������ ������������ ���� L1pXq ���� ����������� �� ������ �� �������
}h}pp “ }hp}1 “ ››fhp´1 ` ghp´1

››
1

ď ››fhp´1
››
1

` ››ghp´1
››
1

ď }f}p
››hp´1

››
q

` }g}p
››hp´1

››
q

ď ` }f}p ` }g}p
˘ }h}p´1

p .

�� ������� �� �������� �� ���������� ��� }h}p´1
p �

�� ����� ��



���� p P r1,`8s� �� ��� ������ �� ���� ��� ���� f P LppXq �� λ P R ��� λ P C� �� �
}f}p ě 0 �� }λf}p “ |λ| }f}p� �� �� ����� �� ������� ����������� ������������� ������ �� ��������
�� ������ ���������� ������ �� ���������� ��������� ��� �� ���� �������� ���� ����� ���
������ �� ����� ����� �� �����������

����������� ����� ���� p P r1,`8s� ����� LppX,M, µq ��� �� ������ ��������� �� ����������
���� " LppX,M, µq Ñ r0,`8r

f ÞÑ }f}p
��� ��� ���������� ��� LppX,M, µq�

��� ��� ������� �� �������� Lp

�� � �� ��� ���� ����������� ���������� ��� ��� ������� �� �������� LppXq� �����
��� ������������ }¨}p� ���� ��������� ��� ������� ���������� ������� �� ���� �������� ��� ���
���� ��������� ������ ������� ������� ���� ����������� ����� ����� � �������� ������ �����
�������� �� ���� ��� �������������� �������
��� ����� �� ���� ������ ��� �� ���������� ��� ���� ��������� ������� ������� ������ ���� ��

���� ���� �� ����� ������� ����� ����� ��� ���� ����� ��� �������� �������������� ���� ���������
������ ������� ������� �� ���������� ���������� �� �� ���� ������ ���� �� �� ���� ���
����� ����� � ��� ��������� ��
���� �������� �� �� ���� ��� �������� ��� ���� ��������� ���������� ���� ������� �� ��

���� ������� �� ����������� ����� ���� ��������� ������� ������� ������ �� ��� ���������� ��
����� ��������� �� �������� ��� �� ������ �� �������� ��� ������� � ����� �������� ���������
������� ��������

��������� ����� �� ��������� ��� �������� ��� ��������� ���������� �� X ���� R �� ��������
������������� R ������ ���

f R g ðñ fpxq “ gpxq ���� ������� ���� x P X.

�� ���� ����� LppX,M, µq �������� ������ �� ����������� LppX,M, µq ��� �� �������� �������
������� R�
��������� ���� �� ������� �� LppXq ��� ��� ������ ������������� ���������� �� LppXq�

�� �� ���� ���� � ���������� ������ ��� ���������� ��� ��������� �� ���� ������ �� ��������
�� ������ �� ��������� �� LppXq� ���� ������� ����� ����� �� ���� �� ��������� ������ ��������
���� ��� ������ �������������� ����� �� ����� ��� ��������� ����� �������� �� LppXq� ��
���� ���� ������� ���� ������� ���� ��������� ���� ������������ �� �� ������ ��������������
���� ���������� ���� ������������ ��� ��������� ����� ���� ������ ������������� ���� ����
������ ������������ ���� ������ �� ������ �� �� ����� ���� ������ ������������ ����� ����� ����
������ �� ���� ���������� �� ���� ���� ������ �� ����������� ���� ������� �� L1pXq�
���� ������������� �� f �� g ���� ������ ������� �������� ����� �� � }f}p “ }g}p� ���� ��

�� ���� rf s �� rgs �� ������ ������������� ������� �� f �� g �� ���� �����
}rf s}p “ }f}p .

�� ��������� ��� ���� ������ ��� ���� �� ������ ��� �� ����� ���� ������������� �� ������ �����
��� ����������� �� LppXq ���� R`� �� ������ �� �� ���� ����� �� ����� �� ���� ��������
�� LppXq� �� �� �������������� ���� ������� �� LppXq �� ���� ��������� �� ������ ��� ����
����� � LppXq �� ��������� �������� �
����������� ����� �������� LppX,M, µq ������ �� �� �������� �������� ��������� �� LppX,M, µq
�� �� �� ���������� }¨}p� ��� ��� �� ���� ��� ������

�������������� ������ λ P R �� f1, f2, g1, g2 P LppXq ���� ��� f1 “ f2 ���� �� g1 “ g2 ����
����� �� � f1 ` g1 “ f2 ` g2 ���� �� λf1 “ λf2 ���� ������ �� �� ���� rf s, rgs P LppXq ���
������� ������������� ��� ��������� f, g P LppXq �� ���� ������

rf s ` rgs “ rf ` gs, �� λrf s “ rλf s.
�� �� ���� ���� ������ ����� ���� ��� ���������� ���� ���� ���� �� ���������� �� ������ �����

�� ���������� �������� �



������� �� ��������

�� ������ ��� ���� ����� LppX,M, µq ����� ��������� �������� ���������� �� ����� �� �����
����� }¨}p ������ ��� ���������� ��� LppXq� �� ������� �� ���� ��� ����� ��� �� }rf s}p “ 0
�� � f “ 0 ���� �� ���� rf s “ r0s�
�������� ���� ��������� ���� ���� ���� ������������ ������� ���� ����� ����� � �������� �
f �� LppR,BpRq,λq� ���� ��� ��� �� ���� �� ������ �� �� ������ �� f �� �� ������ �������
f ���������� ����� ��� ������� �� ��������� ��� ����� ��� �� ���� ������ �� �� ������ �� ��
����� ��� �� �������� ��� �� �� ���� ��� ��� �� �������� �� ������ ������ ���� ���� x0 P R
�� ������ ���� ������������� �� f ��� �������� ��� ������� ���������� �� x0� ���� �� �� ����
��� ������ �� fpx0q� ����� �� ����� �� �������� �� ���������� ���� ��� ������� LppXq� �� ����
��������� ��� � ��������� � ���� ���� ������ ������ �� �� ������ �� ��� ��������� �� �� ������
����� ������������ ��������� � �� ��������� ������������ ����� ��������� ����� ��������
� ���� ������� �� ���������� �� ������ �� ���� �������� �� ������ ������� �� ����������
���������� ����� �� �������� �������� �� �� ���������

���� ����������� �� ������ ����� ��������� ���� �� ���� ���������� ��� ��� ���������� ��
����� ���� ������ �������� �� �������� �� ������� �� ��������� ���� ���� ������� ��� ����
���� ���� ������� �� ��� ������� �� ������� �� ����������

�������� ���� ���������� �� ������� �� �������� ������ p, q P r1,`8s ��� ��������� ������
���� ����� ���� f P LppX,M, µq �� g P LqpX,M, µq �� � fg P L1pX,M, µq ��

}fg}1 ď }f}p }g}q .
�� ������ � ��� ���� �� ��������� ���� ���� ����� ���� ������� �� �� ���� �������� ��

����� � ���� ������� ���������� ������� ��� ���� ����� ��������� �� ������ ������� ��
� ��������� � ������������ ���� ������������� �� ������ ��� ���� ��� ������� LppXq ����
��������� �� �������� ��� �� ��� p “ `8 ��� ��� �� ���� �������

����������� ����� ���� pfnqnPN ��� ����� �� ������ ���� L8pX,M, µq� ����� �� ������ f P
L8pX,M, µq ����� ��� fn �������� ���� f ���������� ������� ������� �� ���� L8pX,M, µq�
�������������� ���� n,m P N �� ����

An “ tx P X | |fnpxq| ą }fn}8u
��

Bn,m “ tx P X | |fnpxq ´ fmpxq| ą }fn ´ fm}8u .
��� ��������� ���� ���������� �� ������� ������� ���� �� �� ����

E “
˜ ď

nPN

An

¸
Y

˜ ď

n,mPN

Bn,m

¸
,

�� � ��������� E P M �� µpEq “ 0� ���� x P XzE� ���� n,m P N �� �

|fnpxq ´ fmpxq| ď }fn ´ fm}8 ÝÝÝÝÝÑ
n,mÑ0

0.

����� �� ����� pfnpxqqnPN ��� �� ������ ���� R� ���� ����� ���� ��� ������� ����� ���� fpxq�
���� x P E �� ���� fpxq “ 0� ��� ���������� fn �������� ���� ���������� ������� �������
���� f � �� ������ �� �������� f ����� ������ ��� ��������� �� ���� ���� x P X �� �

|fpxq| ď lim inf
nÑ`8 |fnpxq| ď lim inf

nÑ`8 }fn}8 .

������� �� ����� p}fn}8qnPN ��� ������� ���� ������ ��� f P L8pXq� �� ����� �� � �����
|fnpxq ´ fpxq| ď lim inf

mÑ`8 }fn ´ fm}8 ,

����
}fn ´ f}8 ď lim inf

mÑ`8 }fn ´ fm}8 ÝÝÝÑ
nÑ8 0.

���� ������� �� ��������������

�� ����� ��



�� ���� ������ ����� ������ �� �������� ���������� ����������� ��� ������������ �����
��� ����������� �� �� ���������� �� R �� �� C� ������ ���� p “ `8� �� ����������� ��������
��� ����������� ����������� �� �� ����������� ���� p ă `8 �� ���� �� ����������� ��������
�� �� ������� ������� �� �������� ���� �� ������� ������� �� ���������� �� LppXq�
����������� ����� ������ p P r1,`8s �� pgnqnPN ��� ����� �� ��������� ���� LppX,M, µq
����� ��� ÿ

nPN

}gn}p ă `8.

����� �� ������ g P LppX,M, µq ����� ��� ���� ������� ���� x P X �� �����
ř

nPN |gnpxq| ���
����������� ��

gpxq “
ÿ

nPN

gnpxq.

�� ����� �� �
}g}p ď

ÿ

nPN

}gn}p . �����

�������������� ���� x P X �� ����

Gpxq “
`8ÿ

k“0

|gkpxq| .

���� ������ ��� �������� ��������� �� X ���� r0,`8s� ���� n P N �� ���� ���������

Gn “
nÿ

k“0

|gk| .

����� Gn ��� ��������� �� X ���� R` �� �������� ���������� ���� G� ��� ����������� ��
��������� �� � Gn P LppXq �� �

}Gn}p ď
nÿ

k“0

}gk}p .

��� �� ����� �� ����� �� � �����
ż

X

Gp dµ “
ż

X

lim
nÑ`8Gp

n dµ ď lim inf
nÑ`8

ż

X

Gp
n dµ “ lim inf

nÑ`8 }Gn}pp ď
˜`8ÿ

k“0

}gk}p
¸p

.

���� ������ ��� G P LppXq ��
}G}p ď

`8ÿ

k“0

}gk}p .

�� ������������ ���� ������ ��� G ��� ������� ������� ����� ����� �� ������ E P M ��� ���
µpEq “ 0 �� Gpxq ă `8 ���� ���� x P XzE�
‚ ���� x P XzE� �� ����� ř

nPN gnpxq ��� ���� ������������ �� ���� ����� ������

gpxq “
#ř

nPN gnpxq �� x P XzE,

0 �� x P E.

�� ����������� g ��� ��������� �� |g| ď G� �� ��� ������ ��� g P LppXq �� ����� ������ ����
n P N �� � ����� ˇ̌

ˇ̌
ˇg ´

nÿ

k“0

gk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď G.

����� Gp ��� ���������� ��
řn

k“0 gk �������� ���������� ������� ������� ���� g� �� � ���
�� �������� �� ����������� �������

›››››g ´
nÿ

k“0

gk

›››››

p

p

“
ż

X

ˇ̌
ˇg ´

nÿ

k“0

gk

ˇ̌
ˇ
p

dµ ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8 0.

���� ������ ���
řn

k“0 gk �������� ���� g ���� LppXq� �� ��� ������� �� ��������������
�� ���������� � �� ����� �� �� ���� ��� ���� ��� G ��� ���� LppXq �

�� ���������� �������� �



������� �� ��������

����� ��������� �� ���������� ��� ������� LppXq� �� ������ �� �������� ������� ��� � ���
������� �������

����������� ����� ������ p P r1,`8r �� pfnqnPN ��� ����� �� ������ ���� LppX,M, µq�
����� �� ������ f P LppX,M, µq �� ��� ����� pnkqkPN P NN ����������� ���������� ���� ��� ��
���� ����� pfnk

qkPN �������� ���� f ���������� ������� ������� �� ���� LppX,M, µq�
�������������� �� ��������� ��� ���������� ��� k P N ��� ����� pnkqkPN ����������� ������
����� ����� ��� ���� ���� k P N �� j,m ě nk �� �

}fj ´ fm}p ď 2´k.

�� ������������ ���� ���� k P N �� �

››fnk`1
´ fnk

››
p

ď 2´k.

���� k P N �� ���� gk “ fnk`1
´ fnk

� �� ����� ���

fnk
“ fn0

`
k´1ÿ

j“0

gj .

������� �� ����������� ���� �� ������ f P LppXq ����� ��� fnk
�������� ������� ������� ��

���� LppXq ���� f �
�������� ����� �� ���� ���������� ��� ����� �� ��������� �� Lppr0, 1sq ��� �������� ����
� ���� Lppr0, 1sq ���� ��� �� �������� �������������� �� ����� ������ ����� ������� ��
���� ���������� ��� ������������ ��� �����������

„
k

n
,
k ` 1

n


, 0 ď k ď n ´ 1

���� n P N �
r0, 1s, r0, 1{2s, r1{2, 1s, r0, 1{3s, r1{3, 2{3s, r2{3, 1s, r0, 1{4s, ...

��� ������� �� ��� ��� �� ����������� �� ����������� ���� ��� ��� �� ��� ����� pfnqnPN ����
LppXq �������� ���������� ������� ������� ���� ��� �������� f �� �������� ���� LppXq
���� ��� �������� g� ����� �� � �������������� f “ g�

�� � ���������� �������� ���� ��� ����������� ����������� ���� ������ ��� ��� �������
LppXq ���� ���������
�������� ���� ��������� �� �������������� ���� p P r1,`8s� �������� �� �������� LppX,M, µq�
���� �� �� ����� }¨}p� ��� �� ������ �� ������ ������� ��������� ����� ���������

�������������� �� ��������� ��� ����� pfnqnPN �� ������ ���� LppX,M, µq� ���� ����
n P N �� ��������� �� ������������ f̃n �� fn ���� LppXq� ����� �� ������ f̃ P LppX,M, µq ���
���

}f̃n ´ f̃}p ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8 0.

�� ����� �� p “ `8� ���� ������� �� �� ����������� ����� �� p P r1,`8r �� ������ ������� ��
����������� ���� ��� ���������� pfnk

qkPN ��� �������� ���� LppXq ���� ��� �������� �����
���� f � �� �� ����� �������� ��� ����� �� ������ ��� ����� ��� ���������� ����������� ���
������������ ������ ����� f P LppXq �� ������ ������������� �� f̃ � �� �

}fn ´ f}p ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8 0.

���� �� ���������

�� � ������ ��� ��� ������� LppXq ���� ��� ������� �� ������� �� ��� ��� ���� ���
��������� ���� �������� ���� ����� �� ���������� �� � � �� ��� ����������� ���� ������ �� ����
����� ���� �����

�� ����� ��



���������� ����� �������� �� �������� L2pX,M, µq ��� �� ������ �� ������� ���� �� �������
�������� ����� ���

@f, g P L2pX,M, µq, �f, g� “
ż

X

fg dµ.

���� �������� ���� ����� ���������� �� � �������� f �� g � ��� ������������� ���� L2pXq�
�� ����� ��������� �� ������ ��� �� ����� �� ���� ��������������

����� ��������� ������������ ���� �� ��� p “ 2 �������� ��� �������� L2pXq ��� �� ���������
�� ��������� ��������� ���� ��� �������� L1pXq ��� �������� � ������ ���� ��������
�������� ����� �� �������� �� p P r1,`8sz t2u� ����� �� ����� }¨}p ����� �������� � �����
������� ��������� �� ���� LppX,M, µq �� ���� ��� ���� �� ����� �� ������ �� �������� ����
pR,BpRq,λq� �� ���� ���� ���� ���������� ��������� ����������� ���������� �� ���������������

}f ` g}2 ` }f ´ g}2 “ 2
` }f}2 ` }g}2 ˘

���� ��� ��������� f “ 1r0,1s �� g “ 1r1,2s�

��� ���������� ����� ������� �� ��������

�� ������� ���� �� ���������� ��� ����� ����� ��� ��������� ������� �� ��������� �� �
���� ������� ��������� � ������ �������� ��� ��������� ����������� L1pXq ��� �� ������� ��������
L1pXq� �� �������� ��� ��������� ��������������� ������� L8pXq ��� �� �������� L8pXq�� ��
� �������� L2pXq ��� �� �������� L2pXq� ��� ��������� �� ������ ������������ ��� ������ �� ����
��������� �� ���� �� �� ��������� �������� �� �������� �� ���� �� � � ���� ��� ������� �� ����
�� �� �������� ���� ��� ������� ���������� �� ���� �� �� ��������� ����� ��� ���� �����������
�� ����� ��� �� ������� �� ���� ��� ������������
�� �������� �������� ��� ���� ���� �� ����� ��� �� ������ �� �� ���� � ������ � ��� �������

�� ���� ����� �� ���� ����� �� ��� ������ �� ���� � ������ ��� �������� ��� �� ����� ��� �� ����
�� ����� �� ���� ����� ��� ������������ ����������

������� ����� ‚ �� �������� x ÞÑ x´11r1,`8r ��� ���� L8pR˚̀ q �� ���� L2pR˚̀ q ���� ���
���� L1pR˚̀ q�

‚ �� �������� x ÞÑ x´ 1
21r1,`8r ��� ���� L8pR˚̀ q ���� ���� ����� �� ���� L2pR˚̀ q �� ����

L1pR˚̀ q�
‚ �� �������� x ÞÑ x´ 1

41s0,1s ��� ���� L1pR˚̀ q �� ���� L2pR˚̀ q ���� ��� ���� L8pR˚̀ q�
‚ �� �������� x ÞÑ x´ 1

21r1,`8r ��� ���� L1pR˚̀ q ���� ���� ����� �� ���� L2pR˚̀ q �� ����
L8pR˚̀ q�

�� �� ���� ������ ���� ���� p, q P r1,`8r ���� ��� p ‰ q �� ���� ���������� ��� ���������
��� ���� ���� LppR˚̀ q ���� ��� ���� LqpR˚̀ q� �� ������������
����� ���� �� ����� ����� ���� ����� �� ������ �� ���� ���������� �� �� ����������� ��

�������� �������� ��� �� ������� ����� � � ���� �� ���� �������� ��� ������������ ���� ����
����� ��� ������� LppXq ������� ��� ������� �������� ��� ������� � p �� ���� �� ������������
���� ���� ���� ����� ���������� �� ������������ � �� ���� ��� ���� ��� ���� ��������� �

���� ���� �� ����������� �� ������ ��� ��������� ���� ��� ������� LppXq� ���� ��� ��������
�� �������� �� ������� �� LppXq � �� ������������ ���� LppXq� �� �� ������ �� ��� �� � ������
��� ������� �� ��� ������� ��� ���� ��� ����������� �� ����� ���� ������������ �������������
����� �� ������ ���� �� ���������� �� ������������ ��� ��� �������� ��� ��� ��� ����� �������
���������

�� ������� ��� �� �� ���� �������� ��� ������� LppXq �������� ��� ������� ������ ����
������ ���� �� ������ �� �������� ��� ��� �������� �� R ��� ���� ������������ ��� ���
�������� �� Rd�� ���� ����� ������ ��� ������� �� �������������

����������� ����� �� ������� ��� µpXq ă `8� ������ p, q P r1,`8s� �� p ă q ����� ����
����� �������� f ��������� ��� X �� �

}f}p ď µpXq 1
p ´ 1

q }f}q . �����

�� ���������� �������� �



������� �� ��������

�� ������������
LqpX,M, µq Ă LppX,M, µq. �����

��������� �� ���� �� ����������� ������ ��� ��� ������ �� ���� �� ����������� ������ ����
����� ��������� �� ����� �� Lq ��� �� ���� ������� ���� �� ��������� ���� ���� ���� Lq ���
���� ������������ ���� Lq ��� ���� ����� ��� Lp�
�� ��� �� ����� ��� �� ���� �� ��� ���������������������� �� ���� �� ���� ����� �� ���� �� ���

������� p “ 1, q “ `8� ��� ������� ���� �� ������ �� �������� ��� �� ������� ra, bs �� R�
���� �� ���� �� ���� ���� ������ �������� ��������������� ������ ���� ����������� ������������
L8pra, bsq Ă L1pra, bsq� �� �� � ��� ����� ��� ����������� �� �������� �� �� ����� ����������� �

@f P L8pra, bsq, }f}1 “
ż b

a

|f | dλ ď pb ´ aq }f}8 .

���� ���� ��� ���� ������� �������� ���� �� �������� �� �� ����������� �����

�������������� ‚ �� ���� �� ������� ����� ���� ������� ������ �� ����� ���� f P LqpXq ��
� }f}q ă `8� ���� ����� ������ ��� }f}p ă `8� �� ��� ������� ��� f ��� ����� ���� LppXq�
��� ������� �� ��������� �� ������� ��� LqpXq ��� ������ ���� LppXq� ��� ��������� �����������
����� ��� ������ �� }f}q “ `8� ���� �� ���� �� �� ������� ���� �� ��� �� f P LqpXq� ���� ��
����� �� ������� �� ������������ �� f ���� LqpXq ���� ���� ���� �������� f��
‚ �� q “ `8 �� � |f | ď }f}8 ������� �������� ����

}f}pp “
ż

X

|f |p dµ ď
ż

X

}f}p8 dµ “ µpXq }f}p8 .

���� ������ ��� f P LppX,M, µq �� �� ������� �� ��������� 1{p ���� ����� ��������� ��
������� ���� ������
‚ �� ������� ���������� ��� q ă `8� ������� ����������� �� ������ ���� ��� ���������
��������� q

p ��
q

q´p �� �

}f}pp “
ż

X

|f |p dµ “
ż

X

|f |p ¨ 1 dµ

ď
ˆż

X

|f |q dµ

˙ p
q

ˆż

X

1
q

q´p dµ

˙1´ p
q

ď µpXq1´ p
q }f}pq .

� �������� �� ������� �� ������� �� ��������� 1{p �� ����� ����������
�� ��������� ���������� ��� R ��� ��� Rd� �������� ��� ��������� ���������� ������������

������������ ����������� ��� ���� ��������

��������� ����� �� ���� L1
locpR,BpRq,λq ���������� ��� ��������� ���������� f : R Ñ

R ������ ��� ���� ���� ������� K �� R �� � f1K P L1pR,BpRq,λq� �� ���� ���������
L1
locpR,BpRq,λq �� �������� �� L1pR,BpRq, µq ��� �� �������� ��������� ������� ��������
������� ��� �� ������� K �� R ��� �������� �� Lp ��� ����������� �� � �� �������� ��������

����������� ����� ���� ���� p P r1,`8s �� �

LppR,BpRq,λq Ă L1
locpR,BpRq,λq.

�� ����� �� ������� ��� ��������� �� ���� p ��� ������ ���� �������� LppXq ��� ������ �� �
� ����� ��� ���������� �� ���� p ��� ������ ���� LppXq ��� ������ �� ��� ������� ��� ����� ���
������� �� �� ����� �������� �� ���� ��� ������� ����� ����� ������ �� ���������
�� ����� N �� �� ����� PpNq �� �� �� ������ �� �������� µ� ����������� ��� ����� ������

�� �������� a “ panqnPN� ���� ��� a ��� ���������� ��� ������� � µ ��� ���������� � ���� ���
�� �����

ř
nPN an ��� ���������� ������������ ���� �������� �� ����������� ��� an ���� ����

� ����� n ���� ���� `8� ���� �� ����� a ��� �� ����������� ������� ����� �1pNq Ă �8pNq�
���� �� ����� ��� ����� ������� |an| ă 1� �� ����� �� ��� ���� n ����� ����� �� a P �1pNq� �����
�� � |an|2 ă |an|� ���� �������� ��� �1pNq Ă �2pNq� �� ������� ����� ����� �������������
�� a P �2pNq� ����� an ���� ���� � �� ���� a P �8pNq� ����� �� � ����� �2pNq Ă �8pNq� ����
������������� �� � �� �������� ������� �

�� ����� ��



����������� ����� ������ p, q P r1,`8r� �� p ă q ����� �ppNq Ă �qpNq�
�� ����������� ���� ��� �� ���� �� ��� ����������� �� �� ����������� ��������� ��� ���� ����

��������

����������� ����� �� ������� ����� ������ µ0 ą 0 ��� ��� ���� ���� A P M �� � µpAq “ 0
�� µpAq ě µ0� ������ p, q P r1,`8s� �� p ă q ����� ���� ����� �������� ��������� f ��� X
�� �

}f}q ď µ
1
p ´ 1

q

0 }f}p ,
�� �� �����������

LppX,M, µq Ă LqpX,M, µq.
�������������� ‚ ����� ���� �� ����������� ����� ����������� ��� ��� ������ �������� �����
������� ����� ������� �� ��������� �� �� ���� �� ������� ����������� ���� f P LppXq� ����
�� ���� ��� ����������� �������� ��� p ă `8�
‚ �� ��������� ������� �� ��� q “ `8� ���� M ě 0� �� ������� ����� ������ A P M ��� ���
µpAq ą 0 �� |fpxq| ě M ���� ���� x P A� ����� �� �

}f}pp “
ż

X

|f |p dµ ě
ż

A

|f |p dµ ě µ0M
p,

����
M ď µ

´ 1
p

0 }f}p .
���� ������ ��� f P L8pXq ��

}f}8 ď µ
´ 1

p

0 }f}p .
‚ �� q Psp,`8r �� ���� ����� ������

}f}qq “
ż

X

|f |q dµ “
ż

X

|f |p |f |q´p
dµ ď }f}q´p

8 }f}pp ď µ
q´p
p

0 }f}qp .

�� ������� �� ������� �� ��������� 1{q ���� ����� ����������
�� ������� � �� ����� �������� ����� �� ��� ��� �� ��� � ��� �� �������� ����������� �����

��� ������� LppXq ��� ������ ������� �� ������ �������������� ���������� �� ������� ��� ����
��� �������� ���� �� ��� ��� ����� ��������� �� �������� ��� ������ ���� L1pXq �� ����
L8pXq ���� ��� ���� L2pXq� �� ����� ��� �� ������� ��� �������� ��� ��� � �� ���� ����
L1pXq X L8pXq ��� �� ���� ��������������� ���� L2pXq� ���� �� ������� �� ����

A´ “ tx P X | |fpxq| ď 1u �� A` “ tx P X | |fpxq| ą 1u .
�� ���� ��� ��������� ����������� �� A` ��� �������������� �� ������ ����� �� � �����

ż

X

|f |2 dµ “
ż

A´
|fpxq|2 dµpxq `

ż

A`
|fpxq|2 dµpxq

ď
ż

A´
|fpxq| dµpxq `

ż

A`
}f}28 dµpxq

ă `8,

�� ��� ������ ��� f ��� ���� L2pXq� ���� ������������� �� � �� �������� ������� �
����������� ����� ������ p, q P r1,`8s ���� p ă q �� r P rp, qs� ����� ���� ����� ��������
f ��������� ��� X �� �

}f}r ď }f}θp }f}1´θ
q

�� θ P r0, 1s ��� ��� ���
θ

p
` 1 ´ θ

q
“ 1

r
.

�� ������������
LppX,M, µq X LqpX,M, µq Ă LrpX,M, µq.

�� ���������� �������� �



������� �� ��������

�������������� �� ���� �� ������� ����������� ���� �� ��� r Psp, qr� ���� �� ��� �� ��������
����������� �� ������ ���� ��� ��������� ��������� p

θr ��
q

p1´θqr ���� ������

}f}rr “
ż

X

|f |r dµ “
ż

X

|f |θr |f |p1´θqr
dµ

ď
ˆż

X

|f |p dµ

˙ θr
p

ˆż

X

|f |q dµ

˙ p1´θqr
q

ď }f}θrp }f}p1´θqr
q .

���� �� �������� �� ������� �� ��������� 1{r�

��� ������� ��� ��������� ��������� � �������� ���������

������������

���� �� ���������� �� �� ����� ��� Rd� ���� �� �� ����� ���������� ������� �� �� �� ������
�� ���������
�� ����� �� �� ������ �� � ���� ��������� ������ �� ������ �� �������� ����������� �� �����

��� �������� L1pRdq �������� ��� ��������� ���� ���������� �� �� ����������� ��� ��������� ����
������������� �� �� ��� ���������� �� ���� ���� ���� ��� ������� LppRdq� �� ������� ����
����� �������� �� ����������� ����� ������ �� ��������� ���� ������� ��� ��������
�� ��� �� ������ ��� ��� �� ���������� ��� ��� ���� �� ������� ��������� ��� ���������

���� ������������ ��� ��� ��������� ��� ���� �� ��������� ���� �����������
�� ���� C0

c pRdq ���������� ��� ��������� ��������� � �������� �������� ���� Rd ���������
���� ��������� �� ������ �� ������ ���� ������� �� Rd�� �� ���� ��� ��������� ��� ���� ����
LppRdq ���� ���� p P r1,`8s ����� ������������ �� ���� ��� ��������� ���� LppXq� ���� ���
������� ������������� ���� ���� ���� LppXq� �� ���� ���� �� ����� ���� ��� ��������� �����
����������
�� ��� �� �� ���������� ��� �� ������� ��� C0

c pRdq ��� ����� ���� LppRdq ���� ����
p P r1,`8r� �� ������� ������� ��� �������� �� ��������� ��� �� ���������� �� ���������
����� ����������

�� ���� ���� �� ����� ��� �� �������� �� ���� ��� ���� ���� ���� L8pRdq� ������� �� ��
��������� ��� ������ ������������� ��� �� �������� ��������� ����� � � �����

@φ P C0
c pRdq, }1 ´ φ}8 ě 1.

�������� ����� ���� p P r1,`8r� ���������� C0
c pRdq ��� ��������� ��������� � ��������

�������� ���� Rd ��� ����� ���� LppRd,BpRdq,λq�
�������������� �� ������� � ������� ��� ���� f P LppRdq �� ε ą 0 �� ������ ϕ P C0

c pRdq
����� ��� }f ´ ϕ}p ď ε�

‚ ���� A P BpRdq ��� ��� λpAq ă `8� ���� ε ą 0� ��� ���������� ���������� �� �� ������ ��
��������� �� ������ �� ������ U �� Rd ��������� A �� ��� ��� λpUzAq ď pε{3qp� �� � �����

}1A ´ 1U }p ď ε

3
.

���� n P N˚ �� ���� Bpnq �� ����� �� ������ � �� �� ����� n� ������� 1U ��� �� ������
����� n ���� ���� `8 �� 1UXBpnq �� ���� �� �� ����������� ������� �� ���� ���� Lp ��� ��
�������� �� ����������� �������� �� ������ n P N ��� ��� �� �� ���� V “ U X Bpnq �����

}1U ´ 1V }p ď ε

3
.

���� k P N �� x P Rd �� ����

ϕkpxq “ min
`
1, k ����px,RdzV q˘

.

�� ����� ��



���� ���� k P N� �� �������� ϕk ��� �������� ��� ���� ���������������� ����� �� ������ ��
V � �� �������� ���������� ���� 1V ����� k ���� ���� `8� ��� �� �������� �� �����������
������� �� �� ������ ��� }1V ´ ϕk}p ���� ���� �� �� �� ����������� �� ������ k P N ��� ���

}1V ´ ϕk}p ď ε

3
.

�� � �����
}1A ´ ϕk}p ď ε,

�� ��� ����� �� �������� ���� ������������� ����� ������ ��������� �� ������ �����
‚ ��� ����������� ������������� �� ������� ��� �� �������� ��� ������ ������� ���� ����� ��������
������ ����� �� ������ ���� �������� �� ������ �����
‚ ���� ���������� f P LppRdq� �� ���� f “ f` ´ f´ �� f` �� f´ ���� ���� LppRdq ��
� ������� ��������� ��� � }f}pp “ }f`}pp ` }f´}pp�� �� ������ ��� ����� ���������� pfnqnPN ��
��������� ������� ��� �������� ���������� ���� f`� ������� ������ �������� fn ��� ����
LppRdq �� �� ����� ����� ������ ��� �� �������� ���� ��� ��������� ����� �� ������ ����
�������� �� ������ ����� ���� ���� n P N �� � |f` ´ fn|p ď |f`|p� ���� ��� �� �������� ��
����������� ������� �� �������

}f` ´ fn}p ÝÝÝÑ
nÑ8 0.

����� ����� ε ą 0� �� ������ ���� n P N ��� ��� }f` ´ fn}p ď ε
4 � ��������� ������ g` ��������

� ������� ������� ����� ��� }fn ´ g`}p ď ε
4 � �� ������� ��� }f` ´ g`}p ď ε

2 � �� �����
�� ������ g´ �������� � ������� ������� ����� ��� }f´ ´ g´}p ď ε

2 � ����� g “ g` ´ g´ ���
�������� � ������� ������� ��

}f ´ g}p ď }f` ´ g`}p ` }f´ ´ g´}p ď ε.

���� �� ���������

��������� ����� ‚ ���� ������������ �� � ������ �� ������� �� ���������� ��� ���������
��������������� � �������� ���������

‚ ���� ������������ �� �������� ��� ������� ���� pX, dq ������ �������� ���������� ����
���� �� ��������� �� µ ��� ������ ���������� ��� X ����� ��� ��� ���������

‚ ���� ��� ������������� ��������� �� ������ ��� ���������� ��� ��������� �� ��������
��� ����� ���� LppRdq� ������ ���������� ��� ��������� ��� ���� ������� �� ���� ��
����������� ������ L1� ����� ����� �� ��������� �� �������� ��� �������� ��� ���������
���������������������

�� ����� ���������� ��� �������� �������������� �� �������� ����� �� ����� ������
�� ��� ��������� ��� ����� ������ ������� �� ��������� ���� ��� ��������� ��������� � ��������
�������� �� ����� ������� ������� � ���� LppRdq ��� ��������
����������� ����� ���� p P r1,`8r� ����� LppRd,BpRdq,λq ��� ��������� ������ ��� ������
����������� �������

�������������� ‚ ���� N P N �� ���� QN ���������� ��� ��������� �� Rd ���� Q ����������
���

śd
j“1

“ kj

2N
,
kj`1
2N

“
���� ���� k1, . . . , kd P Z� �� ������ �� ������ �� r´2N , 2N sd� ����� QN

��� ����������� ���� ���� N P N� Q “ Ť
NPN QN ����� ���������� �������� ��� Q ��� �����

���� LppRdq�
‚ ���� g ��� �������� �������� � ������� �������� �� ������ R,M ą 0 ���� ��� |g| ď
M1r´R,Rsd � ���� ε ą 0� ����� g ��� ������������ ��������� �� ������ n P N ��� ��� ����

���� k1, . . . , kd P Z �� x, y P “ kj

2N
,
kj`1
2N

“
�� �

|gpxq ´ gpyq| ď ε

2
.

��� ������� �� Q ���� R� �� ���� ���������� ϕ P Q ����� ��� |ϕ| ď M1r´R,Rsd �� ���� ����
x P Rd �� �

|gpxq ´ ϕpxq| ď ε.

�� ���������� �������� �



������� �� ��������

�� � �����

}g ´ ϕ}p “
ˆż

Rd

|gpxq ´ ϕpxq|p dx

˙ 1
p

ď
˜ż

r´R,Rsd
εp dx

¸ 1
p

ď p2Rq d
p ε.

‚ ������ ���������� f P LppRdq �� η ą 0� ������� �� �������� ����� �� ������ g P C0
c pRdq

����� ��� }f ´ g}p ď η
2 � ����� ������� �� ��� �������� �� ������ ϕ P Q ����� ��� }g ´ ϕ}p ď η

2 �
�� � ����� }f ´ ϕ}p ď η� �� ��� ������ ��� Q ��� ����� ���� LppRdq� �� ���� ���� LppRdq
��� ������� �� ���������

�� ������� �� ���������� ���� ��� �������� ����������� ����� �� �������� ����� ��
������� � �������� ��� �������� ���� �� ����������� ���� f : Rd Ñ R �� y P Rd� �� ����

τyf :

"
Rd Ñ R
x ÞÑ fpx ´ yq

������ ��� � ��� �������� f �� �� ���������� ������ �� ����� ���������� �� �������� ����
L1pRq ����� ��� ���� ���������

�� �������� � �� ��� τyf ���� ������ �� f �� y ��� ������ �� ����� ���� �� ��� ���� ����
p P r1,`8r� � �������� �� ��� ����� ��� �� �� ���� ��� ���� �� ��� ���� p “ `8� �� ���� �� ��
��������� f “ 1r0,1s ��� R� ����� ���� ���� y P R �� � τyf “ 1ry,1`ys� ���� }τyf ´ f}8 “ 1
���� ���� y ��� ���� ���� ������

����������� ����� ������ p P r1,`8r �� f P LppRdq� ����� �� �

}τyf ´ f}p ÝÝÝÑ
yÑ0

0.

�������������� ‚ �� �������� ��� ������� �� �������� ���� �� ��� �� f ��� �������� �
������� �������� ������ M ě 0 �� �������� �� |f | �� R ą 0 ��� ��� �� ������� �� f ���
������ ���� �� ����� BpRq �� ������ � �� �� ����� R� ���� y P Rd ��� ��� }y} ď 1 �� � �����

|τyf ´ f | ď 2M1BpR`1q

��� ���������� �� f � �� �

@x P Rd, |τyfpxq ´ fpxq|p ÝÝÝÑ
yÑ0

0.

��� �� �������� �� ����������� ������� �� �������

}τyf ´ f}p ÝÝÝÑ
yÑ0

0.

‚ �� ������ ���������� �� ��� �������� ���� ε ą 0� ������� �� �������� ���� �� ������ g
�������� � ������� ������� ����� ��� }f ´ g}p ď ε

3 � ���� y P Rd �� � �����

}τyf ´ τyg}p “
ˆż

Rd

|fpx ´ yq ´ gpx ´ yq|p dx

˙ 1
p

“
ˆż

Rd

|fpxq ´ gpxq|p dx

˙ 1
p

ď ε

3
.

������� �� ��� ���������� �� ������ δ ą 0 ��� ��� ���� }y} ď δ �� � }τyg ´ g}p ď ε
3 � ���� ��

��� y �� � ����

}τyf ´ f}p ď }τyf ´ τyg}p ` }τyg ´ g} ` }g ´ f}p ď ε.

���� �� ���������

�� ����� ��



�������� ����� �� ����������� ���� ��� ����������� ��� ���� f P LppRdq ���� �������������
"

Rd Ñ LppRdq
y ÞÑ τyf

��� �������� �� � ��� ���� ������� ��� ���� ������ ������� ��� �� ���� �������� ��� ���� Rd��

��� ������� ���� ��� ������� Lp

����������� ����� ���� g P LqpXq� �������������

ϕg :

"
LppXq Ñ R

f ÞÑ ş
X
fg dµ

��� ��� ����� �������� ��� LppXq ��

}ϕg}LppXq˚ “ }g}LppXq .

�������������� ���� f P LppXq� ������� ����������� �� ������ �� ������� fg ��� ����������
����� ϕgpfq ��� ���� ������ ��

|ϕgpfq| ď
ż

X

|fg| dµ ď }f}p }g}q .

�� ������ ������������� ϕg ��� ���� �������� ��� ��������� �� �� �������������� ��� g �� ��
������������ ���� ������ ��� ϕg ��� ��� ����� �������� ��� LppXq ��

}ϕg}LppXq˚ ď }g}q .
�� ������ ���������� ��� �������� f ���

fpxq “
#

|gpxq|q´2
gpxq �� gpxq ‰ 0,

0 �� gpxq “ 0.

�����

ppq ´ 1q “ pq

ˆ
1 ´ 1

q

˙
“ q,

}f}pp “
ż

X

|g|pq´1qp
dµ “

ż

X

|g|q dµ “ }g}qq .
�� ������������ f P LppXq� ��

ϕgpfq “
ż

X

|gpxq|q dµ “ }g}qq ,

����

}ϕg}LppXq˚ ě ϕgpfq
}f}p

ě }g}qq
}g} q

p
q

“ }g}q .

����������� ����� ������ p, q P r1,`8s ���� ��������� ���������� �� ��������� ����������
����

Φ :

"
LqpXq Ñ LppXq˚

g ÞÑ ϕg

����� Φ ��� ��� ����������� �������� ���������� �� �����

��� ���� ��� ���������� �� p P r1,`8r�
���� ���� ����� ��� ���������� �� p “ `8�

�������� ����� �� �� ��������� ��� ��������� � ������� ���� C� �����

ϕgpfq “
ż

X

fg dµ,

��� Φ ��� ��������������

�� ���������� �������� �



������� �� ��������

��� ���������

�������� ��� ������ pX,M, µq �� ������ ������ �� pY,N q �� ������ ���������� �� ���� F
���������� ��� ��������� ���������� �� X ���� Y �� �� ��������� ��� F �� �������� R ������
���

@f, g P F , fRg ðñ fpxq “ gpxq ���� ������� ���� x P X.

������� ��� R ��� ��� �������� ������������� ��� F �

�������� ��� � ������ ��������� ��� α P R �� p P r1,8s �� �������� x ÞÑ xα �������� ����
Lpps0, 1rq � ���� Lppr0, 1sq � ���� Lpps1,8rq � ���� Lpps0,8rq �
�������� ��� ���� p P r1,`8s� ���� λ ą 0� ���� α P R� �� ��������� ������������� Θλ ��� �
u P LppRdq �������

Θλu : x ÞÑ αupλxq.
��������� ��� Θλ ������ ���� ��� ����������� �� LppRdq ���� ���������
������������ α ���� ��� Θλ ���� ��� ��������� �� LppRdq ������������� ��� }Θλu}p “ }u}p
���� ���� u P LppRdq��
�������� ��� �� �� ����� ��� �������� ��������� pR,BpRqq� �� ���� λ �� ������ �� ��������
��� ���� a P R� �� ���� δa �� ������ �� ����� �� a� ���� α ą 0� ���� A P BpRq �� ����

µpAq “ α

ż

r0,1sXA

e´αx dλpxq ` e´αδ1pAq

��

νpAq “
ż

r0,`8rXA

e´αx dλpxq `
`8ÿ

k“0

αk

k!
δkpAq.

�� �� ������� ��� µ �� ν ���� ��� ������� ��� pR,BpRqq�
�� ���������� ����� �

������ x P R �� ���� fpxq “ x �� gpxq “ eαx�
�� ������� ��� f �� g ���� �����������
�� ���������� ����������� ��� �������� � µ � ��� ������� � ν � �� ���� �������� ����� �����������

�������� ��� ���� �� �������� ��� ��� ������� �� ��������� �� ������ ������� �� ���� ���
p ě 1 �

�������� ���� ���� p P r1,`8r�
��������� ��� �� f P C0pRq X LppRq ����� ��� ������ �� `8 ����� ����� ������ ��� ������
��������� ����� ������ f P C0pRq X LppRq ��� �� ���� ��� ���� � �� `8�
��������� ��� �� f P LppRq ��� ������������ �������� ����� ���� ���� ���� � �� `8�
�������� ���� ���� f ��� �������� ��������� �� pX,M, µq ���� R� ������� ���

}f}8 “ sup
APM

µpAqą0

inf
xPA |fpxq| .

�������� ���� ���� p P r1,`8s� �� ����
Ωp “ tf P LppR,BpRq,λq | f ě 0 ����u .

������� ��� Ωp ��� ����������� ���� ���� LppRq ���� p ă `8 �� ����������� ��� ���� ��
p “ `8� ���������� � �� ������ ��������� ��� ������� ������ �������� f P Ωp ������ �����
��� ���� ����������� �� Ωp �� p ă `8�

�������� ���� ���� pX,M, µq �� ������ ������� ������ p, q, r P r1,8s ���� ��� 1
p ` 1

q `
1
r “ 1� ������� ��� ���� f P LppX,M, µq� g P LqpX,M, µq �� h P LrpX,M, µq �� �
fgh P L1pX,M, µq ��

}fgh}L1pX,M,µq ď }f}LppX,M,µq }g}LqpX,M,µq }h}LrpX,M,µq .

�� ����� ��



�������� ���� ���� f P L1
locpR,BpRq,λq ����� ���

@φ P C0
c pRq,

ż

R
fφ dλ “ 0.

������� ��� f “ 0 ���� ��� �������� ���� ���� ������� ����������� ���� �� ��� �������� ���� ��
���� �������� ��� ������ �� ����������� �������������� ��� ��� �� f ��� ���� ���� ��������
� ������� �������� �� f P L2� �� f P L1 �� ���� �� ��� ���������

�������� ���� ���� pX,M, µq �� ������ ������� ���� pfnqnPN ��� ����� �� ��������� ����
L1pX,M, µq X L8pX,M, µq� �� ������� ��� ����� ����� ��� ������ ���� L8pX,M, µq
�� �������� ���� L1pX,M, µq ���� ��� �������� f � ������� ��� fn �������� ���� f ����
LppX,M, µq ���� ���� p P r1,`8s�
�������� ��� ���������� �� ������� ������ p Ps1,8r �� f P LppR`q� ���� x ą 0 �� ����

F pxq “ 1

x

ż x

0

fptq dt.

�� ������� � ������� ����������� �� �����

}F }p ď p

p ´ 1
}f}p .

��������� ��� F pxq ��� ���� ����� ���� ���� x ą 0�
���� ������� ��� f ��� �������� � ������� ������� ���� R˚̀ �� � ������� ����������
�� ������� ��� F ��� �� ������ C1 ��� R˚̀ �� ��� ���� ���� x P R˚̀ �� �

F pxq “ ´xF 1pxq ` fpxq.

�� � ������ ����� ����������� ��� �������� ������� ��� ���� ���� A ą 0 �� �

p ´ 1

p

ż A

0

F pxqp dx ď
ż A

0

F pxqp´1fpxq dx.

�� ������� ����������� �� ����� ���� f �������� � ������� ����������
���� ������� ����������� �� ����� ���� f �������� � ������� ������� ���� R˚̀ �
���� ������� ����������� �� ����� ���� �� ��� ��������
��������� ��� �� ��������� p

p´1 ��� �������� ��� ������ ��� ������� ���������� ���� ����

n P N �� �������� fn : x ÞÑ x´ 1
p1r1,nspxq��

���������� ��� ��� p “ 1 �� p “ 8�
�������� ���� ���� p P r1,8r�
�������� ��� ����� �� ��������� pfnqnPN ���� L

ppRq ��� �������� ���������� ������� �������
���� ��� �������� g ���� ��� �� �������� ��� ���� g ���� Lp�
�������� ��� ����� �� ��������� pfnqnPN ���� L

ppRq ��� �������� ���� Lp ���� ��� ��������
f ���� ��� �� �������� ��� ���������� ������� ������� ���� f �
��������� ��� �� ��� ����� �� ��������� pfnqnPN ���� L

ppRq �������� ���� LppRq ���� ���
�������� f �� �������� ���������� ������� ������� ���� ��� �������� g� ����� f “ g �������
��������

��� ��������� � ��������� ��������

����� ���������

��������� ����� ������ I �� ���������� �� R �� f ��� �������� �� I ���� R� �� ��� ��� f
��� ������� ��

@a, b P I,@θ P r0, 1s, f
`p1 ´ θqa ` θb

˘ ď p1 ´ θqfpaq ` θfpbq. �����

��� ���������� �������� �



������� �� ��������

�� ������� ��� ������� θ “ 1
2 � �� ��������� ��� ���

f

ˆ
a ` b

2

˙
ď fpaq ` fpbq

2
.

���� ������� ��� �� ������ �� f ������� �� ������ �� ra, bs ��� ���������� �� ����� � �� �������
�� fpaq �� fpbq� ���� �� ��� �� ������ ����� a �� b ����� ����� ��� ������������ �� ��� ��������
������� ������ ����� ��������� ���� ��������� ���� ����� ����� a �� b� �� ���� �� ������ ��
����� �� ra, bs� �� ����� ������� ����
�� ���� ���� ���������� � ���� ���������� �� ����� xθ “ p1 ´ θqa ` θb� ������� θ �� ��

� � �� �� ����� xθ �� �� a � b� �� ����� ����� ��� �� ������� ����� �� �������� �� ������������
�������� ra, xθs ��� �� �������� �� ������������ ����� ra, bs ��� ����������

xθ ´ a

b ´ a
“ θ.

���� �� ��� ����������� a “ 0 �� b “ 1 �� � ���������� xθ “ θ�
�� �� ���� ������ ���������� yθ “ p1 ´ θqfpaq ` θfpbq �� �� fpaq � fpbq ������� θ �� ��

� ���� �� �� ���������� �� ���� �������

yθ ´ a

fpbq ´ fpaq “ θ.

���� ���� ��������� ���������� �� ������ �� ������������

������� θ �� �� � � �� ��� ������

pxθ, fpxθqq �� pxθ, yθq
���� �� ����� A “ pa, fpaqq �� ����� B “ pb, fpbqq �� ������� �������������� ��� �� ������
�� f �� ��� �� ������� rA,Bs� ����������� ������ ��� ���� ���� ������ ������

@θ P r0, 1s, fpxθq ď yθ,

��� ���������� ��� �� ������ �� f ����� A �� B ��� � ���� � �� ����� �������� A � B �� �����
������ ����� ������ �����

������ ��� � �� ������ ����� �������� ������� �� �� ����� ����� ���� �������

������� ����� ��� �������� ���� x ÞÑ α ` βx ��� ������� ��� �� � �������� ������� ����
������

������� ����� �� �������� f ��� � x P r0, 1s �������

fpxq “
#
0 �� x P r0, 1r,
1 �� x “ 1,

��� ��������

������� ����� �� �������� x ÞÑ x2 ��� ������� ��� R� �� ���� ���� a, b P R �� θ P r0, 1s �� �
`p1 ´ θqa ` θb

˘2 ´ `p1 ´ θqa2 ` θb2
˘ “ ´θp1 ´ θqa2 ´ θp1 ´ θqb2 ` 2θp1 ´ θqab

“ ´θp1 ´ θqpa ´ bq2
ď 0.

�� ����� ���



�� ��������� �� ��������� ����� ��� ���� ������ � ������� �� ��������� ����������� ����� ���
�� ���� �� �������� ��� ���� �� �������� �� �������� ���� ������ ��������� �� ������� �� ����
���� ���� ��� �������� ����� ������� ��� �������� ���� ������� ������ �������� ��� ��������

����� �� ������ �� ���� ��������� �� ����� �������� ���������� �������� �� �� ������ ��
����������

��������� ����� ������ I �� ���������� �� R �� f ��� �������� �� I ���� R� �� ��� ��� f
��� ������� �� p´fq ��� �������� ������������ ��

@a, b P I,@θ P r0, 1s, f
`p1 ´ θqa ` θb

˘ ě p1 ´ θqfpaq ` θfpbq.

������ �� ������ ����� �������� ������� ��� ��������� ��� ������ ����� ���� ������� ��
������ ���������� ��� ��������� ����������� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ���������
��������� ���� ��� ������ �� ������� ��� ���� ���������� ���� �� ������� ����� ����� �� ���
���� ��� �������� ���� �� ���� �� a ‰ 1 �� b ‰ 1� �� �������� ����� �� ��������� ���� ��� ����
����������� ��������

��������� ����� ������ I �� ���������� �� R �� f ��� �������� �� I ���� R� �� ��� ��� f
��� ������� �� ���� ���� a, b P R ���� ��� a ‰ b �� �

@θ Ps0, 1r, f
`p1 ´ θqa ` θb

˘ ă p1 ´ θqfpaq ` θfpbq.

������������ ���� ����� ��������� �� ���� ������� ��� ��� a “ b �� θ P t0, 1u ���� ��������
�� � � ��������� ������� ���� ������ �� ������ �� ����� �������� ��� ��������� �����������
���������

����� ��������� �� ���������� ��� ������

�� � ��������� �� ������ �� ��������� �� �� ������ ��� �� ����������� ����� �� ������
�� f �� ��� ������� �� ����� ����� �� ���� ��������� ���� ������������ ��� �� �������� ���
������ ��� ���������� ������� �� ���������� ��� ��������� ��� ��� ������� ���� ������� ��
������� �������� ���� ������� �� ��������� ����� �������� ����������

����������� ����� ������ I �� ���������� �� R �� f ��� �������� �� I ���� R� ����� f ���
������� �� �� ��������� �� ����� ��� ����� ���������� ������������ ��������� ��� ��������

��� ���� ���� a, b P I ���� a ă b �� ���� ���� x Psa, br �� �

fpxq ´ fpaq
x ´ a

ď fpbq ´ fpaq
b ´ a

. �����

���� ���� ���� a, b P I ���� a ă b �� ���� ���� x Psa, br �� �

fpbq ´ fpaq
b ´ a

ď fpbq ´ fpxq
b ´ x

. �����

����� ���� ���� a, b P I ���� a ă b �� ���� ���� x Psa, br �� �

fpxq ´ fpaq
x ´ a

ď fpbq ´ fpxq
b ´ x

. �����

�������������� ������ a, b P I ���� a ă b �� x Psa, br� �� ����

θ “ x ´ a

b ´ a
,

�� ����� ��� x “ p1 ´ θqa ` θb� �� ��� ����� ������ �� ������� ��� ����� ��� ����������� � ������
� ����� �� � ������ �� ��� ����� ��� ������������ ��������� ��� ���� ��� ���� ������� ��� f
��� ������� �� ���� ������� ����� ���� a ă b �� θ Ps0, 1r��

��� ���������� �������� �



������� �� ��������

������ ��� � ���������� �� �� ����� ��� ������ �� ��� ����������

����������� ����� ������ I �� ���������� �� R �� f ��� �������� ��������� �� I ���� R�
����� f ��� ������� �� �� ��������� �� f 1 ��� ����������� �� ������ ���� �� ���� �� ������ ��
f ��� ��������� �� ������� �� ��� ���������� �� ��� ������� ������

@a, b P I, fpbq ě fpaq ` pb ´ aqf 1paq.
���������� ��� �������� ������� ����� ��� ��������� ��������� � �� �� ������� ������� ���

������� �� ���������� ����� �� ������� �� ����������� �� ��������� ������� ������������� ����
������� ����� � ������ ������ �������� ��������� �� ������� �������� ��� �������� ���� ���� ���
���� �� ������������ ��� ��� ��������� ���� ����� ������������

�������������� �� ������� ��� f ��� �������� ������ a, b P I ���� a ă b� ���� ���� x Psa, br
�� � ������ �� ������� ������ x ���� a �� �������

f 1paq ď fpbq ´ fpaq
b ´ a

. ������

�� ����� �� ������� ������ x ���� b ���� ����� �� �������

fpbq ´ fpaq
b ´ a

ď f 1pbq.

���� ������ �� ����������� ��� f 1paq ď f 1pbq� �� ���� ��� f 1 ��� �����������
������������ �� ������� ��� f 1 ��� ���������� �� �� ������ ������ ������ a, b P I ����

a ă b �� x Psa, br� ������� �� �������� ��� �������������� ���� �� ������ xa Psa, xr �� xb Psx, br
���� ���

fpxq ´ fpaq
x ´ a

“ f 1pxaq ��
fpbq ´ fpxq

b ´ x
“ f 1pxbq.

������� f 1pxaq ď f 1pxbq� ���� ����� ����� �� ������ ��� f ��� ��������
����������� �� �������� ��������� ������� ���������� �� �������

�� ����������� ���� ����� �� ������� �������� ���� ������� ������ �������� ��� �������� ��
���� ����� �� ����� ��� ��� ��������� ����������� ������� ���� ��������� �� ������� �����������
���� �� ��������� ���� ������� ������ �������� ��� ����������� �� �� ������� �� ���� ���
��������� �� ������� ��������� ����� �� ���� ��������� �� ��������� ���� �� ��������� ��������
���� ������� ������ �������� ��� ��������

����������� ����� ������ I �� ���������� �� R �� f ��� �������� ���� ���� ��������� �� I
���� R� ����� f ��� ������� �� �� ��������� �� f2 ě 0�

�������������� �� ���� ��� f 1 ��� ���������� �� �� ��������� �� f2 ě 0� �� ������� ����� ����
�� ����������� �����

���������� �� � ��� �������� ��������� ���� ������� ������ �������� ��� �������� ���
�������� ��������� f ��� I ��� ������� �� �� ��������� �� �� ������� ��� ������������� �� �� f
��� ���� ���� ��������� ����� ���� ��� ������� �� �� ��������� �� f2 ď 0�

���� �� ��������� �������� �� �� ����������� ���� �� ��� ���������� ������ �� ������ ���
�������� �� ��������� �������� �� ���������

�� ����� ���



�������� ����� ‚ �� �������� ������������� ��� ������� ��� R�
‚ �� �������� ���������� ��� ������� ��� R˚̀ �
‚ �� n ��� �� ������ ������� ����� �� �������� x ÞÑ xn ��� ������� ��� R�
‚ �� n ��� �� ������ ������� ������� �� �������� x ÞÑ xn ��� ������� ��� R` �� �������
��� R´�

‚ ���� p ě 1 ���� �� �������� x ÞÑ xp “ ep lnpxq ��� ������� ��� R˚̀ � ���� ��� ������� ����
p Ps0, 1r�

�� ���� ���������� ����� � ��� �������� ��������� ���� ������� �� ������� ��������� ���
������� �����������

����������� ����� ������ I �� ���������� �� R �� f ��� �������� �� I ���� R�

��� �� f ��� ��������� �� ������� ����������� ����������� ����� f ��� ����������� ��������

���� �� f ��� ���� ���� ��������� �� ������� ���������� ��������� ����� f ��� �����������
��������

�� ������ �� �� ����������� ���� ��� ������� �� ��������� �� ���� ��� ������������� ���
������������ ���� �� ����� ��� ����������� �� ���� ��� �������������� ������� ��� �������� ��
�������� x ÞÑ x4 ��� ����������� ������� ��� R �� �������� �� ������� ������� �������� �� ��

�������� ���� ������� ��� �� �������� x ÞÑ ?
x ��� ������� ��� r0,`8r�

�������� ���� �� ��������� �� ���������� ������� ��� ���� ���� x P R �� �

ex ě 1 ` x.

������� ��� ���� ���� x ą 0 �� �
lnpxq ď x ´ 1.

����� ���������� �� ���������

�� ����� ���� �� ���������� �������� �������� ������� �������������� �� �� ����������
�� �������� ��� �������� �� ���� ���� �� ����� ����� ���� ��� �������� ���� �� ���� ������� ���
������� �� ������� ��� ������� �� ����� ������� �� ����������� ����� �� �� ��� ������ ����
������� ���� ������� ��� ���������� �������
�� �������� ��� ����������� �� ������ ��� �������� ��� ���� ����������� �� �������

����������� ���� ���������� �� ������� ������ p, q P r1,`8s ��� ��������� ��������� �����
���� a, b ě 0 �� �

ab ď ap

p
` bq

q
.

�� �������� ��� ����� ��������� ��� ���� ������ ���� �� ��� ����������� p “ q “ 2� ���� ��
��� �� ���� ���������� ��� a2 ` b2 ´ 2ab “ pa ´ bq2 ě 0�

�������������� ����������� ��� ������ �� a “ 0 �� b “ 0� �� ������� ���������� ��� a ą 0
�� b ą 0� �� ���� α “ p lnpaq �� β “ q lnpβq� ��� ��������� �� �� �������� ������������� �� �
����

ab “ exp

ˆ
α

p
` β

q

˙
ď eα

p
` eβ

q
“ ap

p
` bq

q
.

���� ����� ���� ����� �� ������� ����� ���� ����������� �� ��������� ����� �� �����������
�� ���������� �� ���� �� ���� �������

����������� ����� ������ I �� ���������� �� R �� f ��� �������� ������� ��� I� ������
n P N˚� x1, . . . , xn P I �� θ1, . . . , θn ě 0 ���� ���

řn
j“1 θj “ 1� ����� �� �

f

˜
nÿ

j“1

θjxj

¸
ď

nÿ

j“1

θjfpxjq.

���������������� ��� �� ���� ������� ���� ������� �� θj “ 1
n ���� ���� j P �1, n�� �����

��������� ��� ��� �� ������ �� f ������� �� �� ������� ��� xj �� ���� ��� ���� ���� ������
��� �� ������� ��� fpxjq� �� ����� ���� ���� ������� �� ���� ������� ��������� ����
���������� �� ���������� ��������� �� ��� ��������� ��� ���������

��� ���������� �������� �



������� �� ��������

�������������� �� ������ �� �������� ��� ���������� ��� n P N˚� ����������� ��� ������ ��
n “ 1� �� ����� ���������� ����� �� n “ 2� �� ��������� ���������� n ě 3 �� �� ������� ��
�������� ������ �������� ���� n´ 1� �� θn “ 1 �� ��� ������ �� ��� ������� ���� ������ ������
���� �� ���� �������� ��� θn ‰ 1� ������� ����� �� �

f

˜
nÿ

j“1

θjxj

¸
“ f

˜
p1 ´ θnq

n´1ÿ

j“1

θj
1 ´ θn

xj ` θnxn

¸

ď p1 ´ θnqf
˜

n´1ÿ

j“1

θj
1 ´ θn

xj

¸
` θnfpxnq.

�����
n´1ÿ

j“1

θj
1 ´ θn

“ 1,

�� � ��� ��������� �� ����������

f

˜
n´1ÿ

j“1

θj
1 ´ θn

xj

¸
ď 1

1 ´ θn

n´1ÿ

j“1

θjfpxjq.

���� �� �������� ��� �����������

�� ���� ���� ������ ��� ��������� �� ����� ���� ���� �� ���� ������� ���� ����� ��
�������� ��������

����������� ���� ���������� �� ������� ������ n P N �� p1, . . . , pn P r1,`8s ���� ���

1

p1
` ¨ ¨ ¨ ` 1

pn
“ 1.

����� ���� a1, . . . , an ě 0 �� �
nź

j“1

aj ď
nÿ

j“1

a
pj

j

pj
.

�� ���������� �� ������� �������� ���� p1 “ ¨ ¨ ¨ “ pn “ n �� aj “ x
1
n
j �� ������� �����������

����������������������� ���� ��� xj � 1 ď j ď n� ����� ��������� ������ ��� �� �������
����������� ��� xj ��� �������� ���������� �� ����� � �� ������� �������������

����������� ���� ���������� ������������������������� ������ n P N˚ �� x1, . . . , xn ą 0�
����� �� � ˜

nź

j“1

xj

¸ 1
n

ď 1

n

nÿ

j“1

xj .

�� ����� ���


