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1 FONCTIONS DERIVABLES AU SENS COMPLEXE

Notations

Tout au long de ces notes on utilisera les notations suivantes. Pour zg € C et r € R} on
pose

D(zp,7r) = {z€C||z—20| <71},
D(z0,7) = {2€C||z—2]|<r},
D*(z9,7) = {2€C|0<|z— 2| <r}.

1 Fonctions dérivables au sens complexe

1.1 Limites et continuité

Les notions de limite et de continuité pour une fonction d’une variable complexe sont
les analogues exacts des notions déja connues pour une fonction d’une variable réelle. Bien
évidemment, il faut adapter la distance utilisée, et la valeur absolue sera naturellement rem-
placée par le module.

Définition 1.1. Soient Q un ouvert de C, f une fonction de  dans C, z0 € Q et £ € C. On
dit que f tend vers £ en zy et on note

si
Ve >0,30 >0,Vz2€Q, |z—2|<d=|f(z)— ¢ <e.

Définition 1.2. Soient 2 un ouvert de C et f une fonction de 2 dans C.
e Soit zg € 2. On dit que f est continue en zg si

f(@) —— f(20).

Z—Z20
e On dit que f est continue sur (2 si elle est continue en chaque point de 2.

Proposition 1.3. Soient Q un ouvert de C, et f et g deux fonctions continues sur 2. Alors
les fonctions f+g, \f et fg sont continues sur g. En outre, si g ne s’annule pas sur ), alors
le quotient f/g est continu sur .

Proposition 1.4. Soient 0y et Qs deur ouverts de C, f une fonction continue de 1y dans
Qs et g une fonction continue de Qo dans C. Alors go f est continue sur €.

Les preuves des propositions 1.3 et 1.4 sont mot pour mot les mémes que les résultats
analogues pour une fonction d’une variable réelle et sont donc omises ici. On pourrait éga-
lement énoncer les résultats concernant les opérations sur les limites ou la continuité en un
point. Ils sont & nouveau parfaitement analogues au cas réel.

. . _ 2
Ezercice 1. Montrer que les fonctions z +— 22, 2 — %, z — Re(z), z — Im(z2) et z — |z
sont continues sur C.

1.2 Dérivabilité

On adapte maintenant aux fonctions d’une variable complexe la notion de dérivabilité.
Comme pour la continuité, les définitions et opérations algébriques de base seront les parfaits
analogues du cas réel. Ces propriétés seront donc & nouveau données sans démonstration.

Définition 1.5. Soient €2 un ouvert de C et f une fonction de € dans C.
e Soit zg € Q. On dit que la fonction f est dérivable (ou C-dérivable) au point zj si la

fonction
f(z) — f(z0)
zZ— 20

A

(bien définie sur Q\ {zo}) admet une limite en zo. Dans ce cas cette limite est appelée
dérivée de f au point zp et est notée f'(z).
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Agrégation - Fonctions d’une variable compleze

e On dit que f est holomorphe sur Q si elle est C-dérivable en tout point de €. Dans ce
cas la fonction
Iy 2 —- R
La = fla
est appelée dérivée de f.

On appelle fonction entiére une fonction holomorphe sur tout C.

e On dit d’une fonction qu’elle est de classe C! si elle est C-dérivable et si sa dérivée
est continue. Par récurrence, on dit qu’une fonction est de classe C* pour k > 2 si elle
est C-dérivable et si sa dérivée est de classe C*~1. Une fonction de classe C* est une
fonction de classe C* pour tout k € N*.

Ezemples 1.6. e Une fonction constante sur 2 est dérivable de dérivée nulle.
e La fonction z — z est dérivable sur C de dérivée constante égale a 1.
e Soit k € N*. Alors la fonction f : z +— z* est dérivable sur C de dérivée f': z s kz*~1.

Ezemples 1.7. e La fonction z +— Z n’est dérivable en aucun point de C. En effet, pour
2z € Cet he C*on a
z0+h—2o . h
h R
Or ce quotient n’a pas de limite quand h tend vers 0, car si on note u, = 1/n et
v, = i/n pour tout n € N*, alors u,, et v,, tendent vers 0 mais
Un, U,
— —1 et — —— —1.
Up, n—-+o0o Un n—-+oo

e On considére sur C la fonction f : z +— |2|* = 2Z. Pour 2o € C et h € C* on a

f(z0+h) = f(z0)

=Z+h
h Zo + N+ 20

> =

On a vu que le quotient h/h n’a pas de limite quand h tend vers 0, donc f n’est
dérivable en aucun point de C*. Par contre elle est dérivable en 0 de dérivée nulle.

Proposition 1.8. Soient Q un ouvert de C, f une fonction de Q dans C et zg € Q. Alors f
est dérivable en zy de dérivée f'(zg) si et seulement si

f(z) = f(20) + f'(20)(z — 20) + L9 (|2 = 20l)-

Z0

Proposition 1.9. Soient Q un ouvert de C et f et g deux fonctions holomorphes de §) dans
C. Soit A e C.

(i) La fonction f + g est holomorphe de dérivée f' + ¢'.
(i1) La fonction Af est holomorphe de dérivée Af'.
(#ii) La fonction fg est holomorphe de dérivée f'g+ fg'.

(iv) Si g ne s’annule pas, alors 5 est holomorphe de dérivée f/gf}fgl.
Ezemple 1.10. Toute fonction polynomiale est entiére. Toute fonction rationnelle est holo-
morphe sur tout ouvert ot elle est bien définie.

Proposition 1.11. Soient Q1 et Qs deux ouverts de C. Soient f une fonction holomorphe
de Q1 dans Qo et g une fonction holomorphe de Qo dans C. Alors la composée (g o f) est
holomorphe sur Q; de dérivée (go f) = (g’ o f)f.

Définition 1.12. Soient 2 un ouvert de C et f une fonction de 2 dans C. On appelle
primitive de f une fonction F' holomorphe sur ) telle que F’ = f.

Ezemple 1.13. Soit m € Z\ {—1}. Alors la fonction z — 2™ admet une primitive donnée par
Z'm.+1

m—+1 "

Un résultat important dans le cas réel est que toute fonction continue sur un intervalle
admet des primitives. C’est peut-étre un bon moment pour se remémorer la preuve de ce
résultat, et se demander dans quelle mesure on pourrait I’adapter au cas complexe. On y
reviendra ...

A
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1 FONCTIONS DERIVABLES AU SENS COMPLEXE

1.3 Dérivabilité complexe vs différentiabilité

Via l'identification (z,y) —  + iy entre R? et C, une fonction d’une variable complexe
peut étre vue comme une fonction de deux variables réelles, et inversement. Or la notion de
dérivabilité a déja été généralisée pour les fonctions de deux variables réelles par la différen-
tiabilité. Il est donc naturel de comparer la différentiabité et la dérivabilité au sens complexe.

Soient donc £2 un ouvert de C et f une fonction de {2 dans C. On note
Q= {(z,y) e R?* |z + iy € Q}
et on considére B
. { Q - C
| (@y) = flatiy).

~ On commence par observer que f est continue sur {2 si et seulement si f est continue sur
Q. Plus généralement, pour toutes les propriétés de limites et de continuité, les points de vue
complexe et réel sont complétement équivalents.

La comparaison entre différentiation sur R? et dérivabilité sur C n’est pas aussi simple.

Proposition 1.14. Soit 29 = x¢ +iyo € €2, avec xo,yo € R. Alors f est C-dérivable en 2 si
et seulement si f est différentiable en (xg,yo) avec

of of
afz(zoayo) = i%(xo,yo). (1.1)

Dans ce cas on a

f'(z0) = %(35072/0) = —Z%(%,%)

Remarque 1.15. Si f est différentiable en (zg,yo) et si on note

of .y _1(of _of of . _1(of 0f
&(zo) =3 <8x (0, v0) 3y ($0»y0)> et 82(zo) =5 (61 (0, Y0) +zay (xo,yo)> ;
alors 9
f est C-dérivable en zy <~ a—f(zo) =0,
Z

et dans ce cas on a of
f'(20) = &(ZO)

Démonstration de la Proposition 1.14. On suppose que f est C-dérivable en zy. Pour h =
(h1,h2) € R? on a alors

f(xo+ 1, yo + ha) = f(z0 + (h1 +ih2)) = f(z0) + f'(20)h1 +if (20)ha + hgo(HhH)-
Cela prouve que f est différentiable en (z,yo) avec

g%(xo,yo) = f'(20) et %]yc(ﬂﬁmyo) =if'(z20).

Inversement, on suppose que f est différentiable en (2o, yo) et que (1.1) est vérifice. On note
a = 8L (z9,y0). Pour h = hy + ihy € C (avec hy,hy € R) on a

f(z0 +h) = f(xo + ha,yo + ha)
= f(x0,%0) + ah1 +iaho + o (||(h1,h2)||)
h—0
= f(z0) + ah+ o (|h]).
h—0
Cela prouve que f est dérivable en zy de dérivée a. O
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Agrégation - Fonctions d’une variable compleze

Pour comparer dérivabilité et différentiabilité, on a identifié f & une fonction d’un ouvert
de R? vers C. On aurait pu choisir d’identifier f & une fonction d’un ouvert de R? vers R2.
Notant P et () les parties réelle et imaginaire de f on écrit alors

f(z) = (P(z,y),Q(z,y)).
La relation (1.1) s’écrit alors

opP 0 oP 0
%(Cﬂo,yo) = af(j(ffo,yo) et aiy(xOﬁUO) = _672(%’%)' (1.2)

Ces deux égalités sont appelées conditions de Cauchy-Riemann et donnent un critére pratique
pour montrer qu'une fonction définie via les variables réelles est dérivable au sens complexe.

D’aprés ces conditions de Cauchy-Riemann, la jacobienne de f (f étant vue comme ap-
plication de Q dans R?) est de la forme
o —fp
goa)’

avec a, § € R. Cette matrice est celle d’une similitude directe du plan. Et c¢’est bien cohérent
avec l'interprétation géométrique de la dérivée au sens complexe. En effet, avec les notations
complexes, la partie linéaire est simplement Papplication h — f’(z0)h. Si la dérivée f'(zg)
est non nulle on la note pe? avec p = |f'(z0)| > 0 et § € R ('exponentielle sera réintroduite
au Paragraphe 3.1). L’application h — f’(29)h est alors la composée de 'application h — ph
(dilatation de rapport p) avec l'application h + e?’h (rotation d’angle #). Cette propriété
assure qu’'une application holomorphe conserve les angles. Cela signifie que si v; : I; — C et
o : Iy — C (ou I et I3 sont des voisinages de 0 dans R) sont des applications de classe ct
telles que 71(0) = 72(0) = 2o alors ’angle orienté entre (f o~1)’(0) et (fov2)'(0) est le méme
que celui entre 71 (0) et v4(0) (voir Figure 1). On dit que f est une application conforme.

FIGURE 1 — Des droites horizontales et verticales, et leurs images par 'application z — z2.
On observe que les angles droits sont préservés.

Puisqu’une fonction holomorphe est en particulier R-différentiable, elle hérite des proprié-
tés vues en calcul différentiel. On commence par la suivante.

Proposition 1.16. Soit Q un ouvert connexe et f une fonction holomorphe sur 2 de dérivée
nulle. Alors f est constante sur §2.

On rappelle que si 2 est convexe alors cela résulte par exemple de I'inégalité des accrois-
sements finis. Sur un ouvert non convexe, la fonction f est au moins constante au voisinage
de chaque point, et la propriété est globale par connexité : si on fixe zy € €2, alors ’ensemble
des z € Q tels que f(z) = f(z0) est fermé par continuité de f et ouvert par l'argument
précédent. Puisqu’il est non vide (il contient z), c’est tout Q. Evidemment, la propriété n’a
aucune raison d’étre vraie si () n’est pas connexe.
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2 SERIES ENTIERES - FONCTIONS ANALYTIQUES

1.4 Inversion locale

Une autre conséquence du fait qu’une fonction holomorphe est différentiable (de différen-
tielle inversible si la dérivée est non nulle) est le théoréme de I'inversion locale :

Proposition 1.17 (Théoréme de l'inversion locale holomorphe). Soient Q un ouvert de C
et f une application de classe C* sur Q. Soit 29 € Q. On suppose que f'(29) # 0. Alors il
existe un voisinage U de zo dans Q tel que f(U) est ouvert, f réalise une bijection de U dans
f(U) et sa réciproque est holomorphe sur f(U).

Corollaire 1.18 (Théoréme de I'image ouverte). Soient Q un ouvert de C et f une applica-
tion de classe C' sur Q. Si f' ne s’annule pas sur Q alors f est une application ouverte.

Remarque 1.19. On verra au Paragraphe 5.1 que la dérivée d’une application holomorphe est
toujours continue. On pourra alors retirer cette hypothése des deux résultats précédents.

2 Séries entiéres - Fonctions analytiques

2.1 Rayon de convergence

Au chapitre précédent, on a donné comme exemples de fonctions holomorphes les fonctions
polynomiales, sommes finies de fonctions de la forme z — a,z" avec a,, € C. On introduit
maintenant les séries entiéres, sommes infinies de telles fonctions.

Définition 2.1. On appelle série entiere une série de fonctions )y fn ofl, pour chaque
n € N, f, est une fonction de la forme z — a,z" avec a,, € C. Le domaine de convergence de
cette série est alors 'ensemble des z € C tels que la série (numérique) Z::a anz™ converge.

Ezxemple 2.2. Une fonction polynomiale est une série entiére partout convergente.

Ezemple 2.3. On consideére la série entiére ) | _ 2™. Pour z tel que |z| > 1, la série numérique
> nen 2" est grossiérement divergente. Pour z € D(0,1) on a

N
Zz”zl_ZNH !
1—2 Notoo 1—2’

n=0

donc la série ZZ:& 2™ converge et vaut Q—Z Cela prouve que le domaine de convergence de
la série ), 2" est D(0,1).

Ezxercice 2. Déterminer les domaines de convergence des séries entiéres suivantes :

Z zn-‘rl’ Z 2712717 Z 271—&-12n7 Z Z2n7 Z an )

neN neN neN neN neN

Pour I'Exemple 2.3, on a utilisé le fait qu’on sait calculer explicitement la somme d’une
série géométrique. De facon générale, puisque le terme général d’'une série entiére est es-
sentiellement donné par les puissances successives de z, on en établira la convergence en la
comparant a des séries géométriques. Pour cela, les critéres de d’Alembert et de Cauchy pour
les séries numériques sont particuliérement adaptés. On les rappelle maintenant.

Proposition 2.4 (Reégle de Cauchy pour les séries numériques). Soit ) _yun une série
numérique G termes positifs. On suppose que /u, tend vers une limite £ € [0,400] quand n
tend vers +oco. Alors

o sil <1, lasérie); \u, converge,

o sil>1, la série ) \un, diverge.

Proposition 2.5 (Régle de d’Alembert pour les séries numériques). Soit -, u, une série
numérique & termes positifs telle que u, > 0 pour n assez grand. On suppose que le quotient
Un41/Un, tend vers une limite ¢ € [0, +00] quand n tend vers +oo. Alors

o sil <1, lasérie Uy CONVETgE,

o sil>1, lasérie ). _yun diverge.

neN
neN

On note bien que dans les deux cas on ne peut rien conclure si ¢ = 1.
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Agrégation - Fonctions d’une variable compleze

Exercice 3. Prouver les Propositions 2.4 et 2.5. Dans les deux cas, donner des exemples de
séries convergentes et divergentes pour lesquelles on a £ = 1.

Avec ’aide de ces critéres, on peut donner le domaine de convergence d’un certain nombre
de séries entiéres.

Exemple 2.6. On considére la série exponentielle

+oo n
exp(z) = Z —-
n!
n=0
Pour z € Con a
|Z|n+1
(n+1)! |2
[2™ n+ 1 n—+c ’
n!

donc d’aprés le critére de d’Alembert la série ) =+ converge. Ainsi, le domaine de conver-

gence de la série exponentielle est C.

neN

.« 1a L . .o n
Exemple 2.7. On considére la série entiére Z:ﬁ 3. 0Ona

‘Z‘n+1
12 _|2n?

% o (n+1)2 n—+o00

|2l

donc d’aprés le critére de d’Alembert, la série est divergente si |z| > 1 et convergente si
|z| < 1. Plus généralement, pour z € D(0,1) on a

B 2

“+oo "

Puisque la série Z:iol n—lz converge, la série ) '~} Z; est normalement convergente sur D(0, 1).

Exercice 4. Déterminer le domaine de convergence des séries entiéres suivantes :

ZZ—Z, Zn‘lz", Zln(n)z”.

neN* neN neN*

Dans tous ces exemples, le domaine de convergence est un disque (éventuellement infini).
Drailleurs, si /a,, ou a,1 /an converge vers une limite ¢, alors le domaine de convergence
contient le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1/¢ et est contenu dans I’adhérence de ce
disque. Dans la suite de ce paragraphe on formalise cette observation et on montre que, de
fagon générale, le domaine de définition est toujours un disque. Ou presque.

On se donne une suite complexe (a,), oy et on note D le domaine de convergence de la
série entiere ) an2™.

Lemme 2.8. Soit zg € D. Alors pour r €]0, |20 [ la série ZZ:& anz™ converge normalement
sur D(0,7). En particulier, D(0,|z]) C D.

Démonstration. Si zg = 0 alors la conclusion est vide. On suppose donc zg # 0. Puisque la
série >.7°° a,, 28 converge, il existe en particulier M > 0 tel que |a,||20|" < M pour tout
n € N. Soit alors r €]0, |2| [. Pour tout z € D(0,r) on a

n n
T T

anz"] < Jan] ™ < Jan] 20l () <M() .
|20 | 20|

Puisque la série Z;Z% M (ﬁ)n est convergente, on obtient que la série )

malement convergente (et donc simplement convergente) sur D(0, 7). O

a,z" est nor-

Définition 2.9. Le rayon de convergence de la série entiére Y a,2™ est par définition

R =sup{|z|,z € D} €[0,+o0].
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2 SERIES ENTIERES - FONCTIONS ANALYTIQUES

Proposition 2.10. On a D(0,R) C D C D(0,R). En outre la série ZZ:B anz" converge
normalement sur D(0,r) pour tout r €]0, R].

Démonstration. Par définition de R, on a bien D C D(0, R). On suppose maintenant que
R > 0, sinon les autres conclusions sont vides. Soit r €]0, R[. Par définition de R, il existe
2o € D tel que |zp| > 7. On obtient que la série Z::a a, 2" converge normalement sur D(0, )
par le Lemme 2.8. Et pour z € D(0, R) il suffit d’appliquer ce résultat avec r €] |z|, R[ pour
montrer que z € D. O

Remarque 2.11. Le rayon de convergence vérifie donc
R =inf{|z],z ¢ D}.

Par contre, il est important de noter que la proposition 2.10 ne dit rien de la convergence
de la série pour z tel que |z|] = R. Et on ne peut rien dire dans le cas général, car tous les
cas peuvent se présenter (convergence pour aucun de ces z, pour tous, ou pour une partie
seulement, voir les exemples).

Définition 2.12. On appelle disque de convergence d’une série entiére le disque D(0, R), ou
R est le rayon de convergence de la série.

Ainsi le disque de convergence est inclus dans le domaine de convergence, mais 'inclusion
peut étre stricte.
Ezemples 2.13. (i) Le rayon de convergence d’une fonction polynémiale est +oo.
(ii) Le rayon de convergence de la série entiere ) 2" est 1.

(iii) Le rayon de convergence de la série exponentielle est +oo.

(iv) On considére la série entiere 312 nznl. La série est divergente pour z = 1 (série
harmonique) et convergente (vers In(2)) pour z = —1 (série harmonique alternée). On

en déduit que son rayon de convergence vaut 1.
Ezxercice 5. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

" (=2)"
PO

neN* neN*

Dans la preuve du Lemme 2.8, on a utilisé une propriété plus faible que celle donnée
en hypothése. En effet, on a supposé que la série )\ a,2y converge mais on a seulement
utilisé le fait que la suite (a, |20|")nen est bornée. On aurait pu utiliser cette propriété pour
définir le rayon de convergence (d’ailleurs beaucoup de cours sur les séries entiéres font ce
choix), ou encore la propriété intermédiaire que a,r™ tend vers 0. Cela donne les définitions
équivalentes suivantes.

Proposition 2.14. On a

R—sup{r}()‘a,w"—)O}—sup{TZO

n—-+oo

sup |a,|r" < —i—oo} .
neN

En outre pour tout v € [0, R[ on a ap,r™ — 0 et sup |a,|r™ < 4o0.

Démonstration. On note

n—-+o0o

Rlsup{r>0’anr”4——+0} et RQ{T>O sup|an|7""<+oo}.

neN

Comme une suite qui tend vers 0 est bornée, on a nécessairement R; < Rs. On suppose
que Ry > 0 et on considére r €]0, Ry[. Par le méme argument que pour le Lemme 2.8 on
obtient que la série ZnEN anrT™ est convergente. D’ott R > r. Par passage au supremum
on obtient que R > Ry. On suppose maintenant que R > 0 et on considére r €]0, R[. La
série ) oy anr™ converge donc a,r" tend vers 0. Cela prouve que R; > r. Par passage au
supremum on obtient R; > R. Finalement on a bien R = Ry = R». O
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Les exemples 2.6 et 2.7 montrent que ’on peut utiliser les critéres de d’Alembert et de
Cauchy pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiére. Cela donne les caracté-
risations suivantes.

Proposition 2.15. (i) On a
1

= lim sup v/|an|.

n—+00
(ii) On suppose que a, # 0 pour n assez grand et que le quotient |an11]/ |an| admet une

limite quand n tend vers +oo. Alors

1
— = lim |an+1|.
R n—-+oo |an|

Démonstration. ® On suppose que R > 0 et on considére r €]0, R[. D’aprés la Proposition
2.14, la suite (a,7™)nen tend vers 0. Il existe alors N € N tel que pour tout n > N on a

lan|r" <1,
soit
n 1
an| g )
r
et donc

limsup {/]a,| < —.

n—-+oo

S|

Ceci étant valable pour tout r < R on obtient que

1
limsup V/|a,| < o

n—-+oo

On suppose maintenant que R < 400 et on considére r > R. Toujours d’aprés la Proposition
2.14, la suite (a,7™)nen n'est pas bornée. Il existe donc une suite croissante (ny)gey € NV
telle que, pour tout k£ € N,

|an, | > 1,

soit
§'/ |ank| = ;
On en déduit que

limsup V/|a,| >

n—-+00

S|

Ceci étant valable pour tout » > R on obtient

1
limsup V/|an| = o

n——+oo

Finalement on a bien )
limsup v/|a,| = —=.
n—-+oo | n| R
e On suppose que le quotient |a,+1|/|an| est bien défini et converge vers une limite ¢ €
[0, 4+00] quand n tend vers +oo. Pour z € C* on a
|an+lzn+1 ‘

|anz”| n——+00

l)z].

Ainsi, d’aprés la Proposition 2.5 la série numérique ) _yanz" converge si |z| < 1/€ et
diverge si |z| > 1/{. Cela prouve que le rayon de convergence de la série entiere ) an2"
est 1/4. O

Apreés avoir discuté du domaine de convergence d’une série entiére, on donne maintenant
quelques propriétés de ces séries. Pour cela, on considére deux séries entiéres ), a,2" et
ZneN bnz, de rayons de convergence respectifs R, et Rp.

10 J. Royer - Université Toulouse 3



2 SERIES ENTIERES - FONCTIONS ANALYTIQUES

Proposition 2.16. Soient o, 8 € C. Pour z € D(0,min(R,, Ry)) on a

o Z a, 2" + Z bp2" = Z(aan + Bb,)z".

neN neN neN
Cela définit une série entiére de rayon R tel que R > min(R,, Rp).

Démonstration. La premiére assertion n’est rien d’autre que la linéarité pour des séries
convergentes. Le membre de droite est bien de la forme d’une série entiére, et puisque
la série converge pour tout z € D(0,min(R,, Rp)), son rayon est bien au moins égal a
min(R,, Rp). O

On rappelle le résultat suivant sur le produit de deux séries numériques :

Proposition 2.17. Soient ), .y an et Y oy Bn deur séries numériques absolument conver-

gentes. Al()78 on a
neN neN neN

n
Tn = Z akﬁnflw
k=0

En particulier, la série du membre de droite est absolument convergente.

ot pour n € N on a noté

Démonstration. Pour N € N on a
N N n N N e’} s}
Z [yl < Z Z ok | |Brn—k| < Z |ovk | Z |Bn—k| < (Z |ak|> Z 131
n=0 n=0 k=0 k=0 n==k k=0 7=0

Cela prouve que la série ) | ¥, converge absolument. En outre,

N N N
Z%-(Z%) DBl D lellBil < D k1Bl < D il
n=0 k=0 i=0

0<j,k<N 0<j,k<+oo n>N
Jtk>N k>N

Par passage a la limite (N — +00), on obtient bien que
o (So) (£). c
neN neN neN

FEzxzemple 2.18. Pour 21,29 € C on a
exp(21) exp(z2) = exp(z1 + 22).
Proposition 2.19. Pour z € D(0, min(R,, Rp)) on a
neN neN neN

avec, pour tout n € N,
n
Cn = E arbn_ k.
k=0

Cela définit une série entiere de rayon R tel que R > min(R,, Rp).

Démonstration. Pour z € D(0, min(R,, Ry)) on applique la proposition précédente avec o, =
anz™ et B, = b, z". O
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Remarque 2.20. Pour les propositions 2.16 et 2.19 il est tout a fait possible que le rayon de
convergence de la série entiére obtenue soit strictement supérieur & min(R,, Rp). Par exemple,
si b, = —a, pour tout n € N alors la somme des séries ZnEN apz” et ZneN b, 2" est nulle
(et donc le rayon de convergence correspondant est infini), quelle que soit la valeur commune
de R, et Ry. De méme, pour tout z € D(0,1) on a

(Zw) x(l—z):lizx(l—z):l,

neN

et la série entiére de droite a un rayon de convergence infini alors que la série entiere )\ 2"
a un rayon de convergence égal a 1.

2.2 Reégularité d’une fonction définie par une série entiére

On s’intéresse dans ce paragraphe a la fonction définie par une série entiére sur son disque
de convergence (que l’on supposera non vide). On s’intéresse en particulier aux propriétés de
régularité.

Etant donnés N € N et ag,...,ay € C, on a vu que la fonction polynomiale

N
P:z— g apz"
n=0

est dérivable sur C de dérivée N
Pz Znanznfl.
n=1
En itérant, on obtient qu'une fonction polynomiale est en fait de classe C'° et que pour tous
ke[0,N]et zeCona

N

PR (z) = Z nin—1)...(n—k)a,z""

n==~k

(et les dérivées d’ordres plus grands que N sont nulles). En particulier, en évaluant en 0 on
obtient que pour tout k£ € [0, N] on a

pk) (0)
ar = T .

Ainsi, P peut s’écrire comme sa somme de Taylor. Pour tout z € C on a

N p(n)
P(z) = Z PT(O)Z”
n=0 :

Le but de ce paragraphe est de voir dans quelle mesure ces résultats se généralisent a la
somme d’une série entiére quelconque.

Proposition 2.21. Soit ) _yanz" une série entiére de rayon de convergence R € [0, +o0].
On note f sa somme. Alors la série entiere ), - na,z"~! a également un rayon de conver-
gence égal a R et pour z € D(0, R) la fonction [ est dérivable en z de dérivée

f(z) = Z nanz" L.

neN*

Démonstration. ® Onnote R’ le rayon de convergence de la série ) . na,z"~'. Montrons
que R’ > R. I suffit de considérer le cas ot R > 0. Soient alors r €]0, R[ et 7 €]r, R[. On a

n—1 nor\”" ~n
nan,r =—(=) a,r" ——0,
r r N~~~ N—+0o0
—0
—0
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2 SERIES ENTIERES - FONCTIONS ANALYTIQUES

donc R’ > r. Ceci étant valable pour tout r €]0, R[, on obtient que R’ > R. Inversement, on
suppose que R’ > 0 et considére r €]0, R'[ et 7 €]r, R[. On a alors

1 T\
anr" = na, " — <7) — 0.
———

Cela prouve que R > R/, et donc que R = R'.
e On suppose que R > 0 (sinon la deuxiéme conclusion de la proposition est vide). Soit
r €]0, R[. Pour z € D(0,r) et h € D*(0,r — |z|) on a

ferh) = fE) g, b=

- (2.3)

neN
En utilisant 'identité

a” = pn 1 2 2 1
Tasp SO AT ket

valable pour tous complexes distincts « et 8, et sachant que |z| < r et |z + h| < 7, on obtient
que

< |an] nr” L.

(z+h)" —2"
h

|an|

Comme la série ) -7 |ay|7" est convergente, on peut passer a la limite terme & terme dans
(2.3) et on obtient

FEAN =) 5 s

h
neN

Cela prouve que f est dérivable en z de dérivée donnée par la série ) nanz" L. O

Ainsi la somme d’une série entiére est dérivable et la dérivée s’obtient en dérivant terme a
terme. En « primitivant » terme & terme on obtient encore une série entiére. Et en appliquant
la Proposition 2.21 & cette série on obtient qu’elle est dérivable de dérivée f :

Corollaire 2.22. Soit ), .\ a,2" une série entiere de rayon de convergence R €]0,+00]. On
note f sa somme. Alors la série entiere ) n“ﬁl 2" g également un rayon de convergence

égal & R et sa somme F est une primitive de f sur D(0, R).

D’autre part, en appliquant la Proposition 2.21 aux dérivées successives de f on obtient
par récurrence que f est en fait de classe C*° :

Proposition 2.23. Soit ) _\anz" une série entiere de rayon de convergence R €0, +00].
On note f sa somme. Alors f est de classe C* au sens complexe et pour k € N et z € D(0, R)
on a

f®(z) = Z nn—1)---(n—k+1)a,z"*,

n=k

ou le terme de droite définit une série entiére de rayon de convergence R.

En évaluant en 0 toutes ces dérivées successives, on obtient que comme pour une fonction
polyndmiale la somme d’une série entiére coincide avec sa série de Taylor en 0.

Corollaire 2.24. Soit ) _ya,2" une série entiere de rayon de convergence R €|0,+0c].
On note [ sa somme. Alors pour tout n € N on a

F(0)

n!

Ap =

Ainsi, pour z € D(0,R) on a

(n)

n!
neN
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2.3 Fonctions analytiques

On a vu au paragraphe précédent que les fonctions définies par une série entiére ont de
trés bonnes propriétés de régularité, puisqu’elles sont automatiquement de classe C*°, et sont
méme égales a leurs séries de Taylor en 0.

Cependant, la somme d’une série entiére est nécessairement une fonction définie sur un
disque centrée en 0, ce qui semble restreindre la portée des résultats obtenus. En outre, le
corollaire 2.24 ne donne une écriture comme série de Taylor qu’en 0, alors que pour une
fonction polynomiale, le résultat est valable en tout point.

On commence par observer que le choix de centrer les séries entiéres en 0 est purement
arbitraire, et que la méme analyse peut étre faite autour de n’importe quel zg € C.

Définition 2.25. Soit zg € C. On appelle série entiére centrée en zy une série de fonctions

de la forme
E an(z — 20)",
neN

avec a, € C pour tout n € N.

Par translation, toutes les propriétés des séries entiéres (centrées en 0) que 'on a montrées
au paragraphe précédent s’étendent sans difficulté aux séries entiéres centrées en n’importe
quel point de C. Typiquement, le domaine de convergence D d’une série entiére centrée en
zg veérifie

D(z9,R) C D C D(20, R)

pour un certain R € [0, 4+00], que I'on appelle toujours rayon de convergence.

On observe que les propriétés qui nous intéressent sont essentiellement des propriétés
locales. Pour les obtenir, on n’a donc pas vraiment besoin d’avoir une fonction vraiment
définie par une série entiére, il suffit de considérer qui s’écrivent au voisinage de chaque point
comme la somme d’une série entiére.

Définition 2.26. Soit 2 un ouvert de C et f une fonction de €2 dans C.
e Soit zg € . On dit que f est développable en série entiére en zy s’il existe une suite
(an)pen € CV et r > 0 tels que D(0,7) C €, la série entiére Z::E) an(z — 20)" a un
rayon de convergence au moins égal a r, et

+oo
Vz € D(z,7), f(2)= Z an(z — 20)".
n=0

Autrement dit, la fonction h — f(z9 4+ h) coincide avec la somme d’une série entiére
au voisinage de 0.

e On dit que f est analytique sur §2 si elle est développable en série entiére en chaque
point de 2.

Ezemple 2.27. Une fonction polynomiale est analytique sur C. En effet, si P € C[X] un
polynéme de degré N € N et zy € C, on sait que pour tout z € C on a

N

h) (5
Py =S ) (2.4)

k!
k=0

Ezercice 6. Montrer que la fonction z — 1/z est analytique sur C*.

On généralise maintenant ’Exemple 2.27 en montrant que la somme d’une série entiére
est analytique sur son disque de convergence. Attention, ce n’est pas une propriété évidente.
Il est clair qu’'une série entiére de rayon de convergence non nul est développable en série
entiére en 0, mais il faut travailler un peu pour montrer que c’est aussi le cas en tous les
autres points du disque.

Proposition 2.28. Soit f(z) = .y anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Alors f est analytique sur D(0, R). Plus précisément, pour tout zo € D(0, R) la fonction f
est développable en série entiére en zy et le rayon de convergence de la série correspondante
est au moins égal & R — |zp].
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2 SERIES ENTIERES - FONCTIONS ANALYTIQUES

Démonstration. Soient zg € D(0, R). Formellement, pour h € D(0, R — |z|) on a

Zan zo+h)" ZanZCk —kpk
+o<(>)+oo:

— Z Z anckzn k: (25)

k=0n=~k
—+oo +o0

— k J k
= g E ar+;Cry 7y | B
k=0 \j=0

Soit alors 7 €]0, R — |z0|[. Le méme calcul (justifié cette fois, car on ne manipule que des
termes réels positifs) donne

+o00 +oo ) +o0o
SN faras Chey 2ol ™ = 3 fanl (120] +7)" < +oc.
k=0 j=0 n=0

Pour k£ € N on peut alors poser

+oo

_ k J
by = E :ak+jok+jzo’
j=0

et le calcul précédent assure que la série entiére Zz:f) bih* a un rayon de convergence au
moins égal & R — |zg|. En outre, le calcul (2.5) est désormais licite et prouve que pour tout
h € D(0,R — |z]) on a

f(zo+h) = Zbkhk

Cela prouve la proposition. O

Corollaire 2.29. Une fonction développable en série entiére en un point est analytique au
votstnage de ce point.

Proposition 2.30. Soit Q un ouvert de C. Soient f et g deux fonctions analytiques sur €2
et a, B € C. Alors les fonctions af + Bg et fg sont analytiques sur €.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer les Propositions 2.16 et 2.19 au voisinage de chaque point
de . O

Les résultats de régularité s’étendent alors sans difficulté aux fonctions analytiques. Il
suffit d’écrire le développement en série entiére au voisinage de chaque point du domaine de
définition.

Proposition 2.31. Soit f une fonction analytique sur un ouvert Q de C. Alors f est de
classe C sur Q. En outre, pour zy € Q il existe r > 0 tel que pour tout z € D(2,7) on a

Un fonction analytique admet également une primitive au voisinage de tout point. Pour
20 € C et 7 > 0 comme a la proposition précédente, f admet une primitive F' sur D(zg, ).
Elle est donnée par

f(n) ZO n+1
(z —Z (nt1) 20)" .

Par contre, prudence, l'existence d’une primitive n’est pas une propriété locale. Ce n’est
pas parce que f admet une primitive au voisinage de tout point de  qu’elle admet une
primitive sur tout 2. On verra dans la suite des exemples pour lesquels le probléme se pose
effectivement.
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2.4 Principe des zéros isolés

On discute dans ce paragraphe une propriété trés importante des fonctions analytiques.
On a vu au paragraphe précédent qu’'une fonction analytique est de classe C*°, ce qui est
déja une propriété de régularité importante. Mais les résultats de ce paragraphe montrent que
I’analyticité est bien plus rigide. Alors que la régularité C'°° est a priori une propriété locale,
la connaissance d’une fonction analytique au voisinage d’un point permet de dire beaucoup
de choses sur ce qui se passe méme loin de ce point ...

On commence par donner le résultat pour une série entiére.

Proposition 2.32. Soit >
(i) On suppose que

nen an2" une série entiére de rayon R > 0.

VkeN, f®0)=o.
Alors f =0 sur tout D(0, R).
(ii) On suppose qu’il existe k € N tel que f*)(0) # 0. Alors il existe r €]0, R[ tel que
Vz € D*(0,7), f(z)#0.
Démonstration. La premiére propriété est une conséquence immédiate du corollaire 2.24. On
suppose qu’il existe k& € N tel que f*)(0) # 0. Il existe un plus petit entier vérifiant cette

propriété, donc quitte a choisir k plus petit on peut donc supposer que fU )(0) = 0 pour tout
j €0,k —1]. D’apres le corollaire 2.24, pour tout z € D(0, R) on a

f(2) = (z = 20)"g(2),

ol on a posé

(n)
o) = 3 0,

n!
n>k
g est également la somme d’une série entiére bien définie sur D(0, R). En outre g(0) =
% # 0, donc par continuité il existe r > 0 tel que g(z) # 0 pour tout z € D(0,r). Cela
prouve que f(z) # 0 pour tout z € D*(0,r). O

On observe que dans cette proposition 'hypotheése est locale (elle ne dépend que des va-
leurs de f au voisinage de 0), la deuxiéme conclusion est locale (on obtient une information au
voisinage de 0), mais la premiére conclusion est globale (f est nulle partout). Pour une fonc-
tion analytique, ce résultat n’est valable qu’au voisinage du point zy ou on fait I’hypothese,
mais elle se propage ensuite loin de zy par un argument de connexité.

Proposition 2.33. Soient Q un ouvert connexe de C et f une fonction analytique sur €.
On suppose qu’il existe zg € Q tel que ™ () = 0 pour tout n € N. Alors f est nulle sur Q.

Démonstration. On note Z I'ensemble des z € Q tels que £ (z) = 0 pour tout n € N. Z
est fermé dans {2 comme intersection de fermés et non vide par hypothése. En outre, si z est
dans Z alors d’apreés la Proposition 2.31 f s’annule au voisinage de z. Cela prouve que Z est
ouvert. Ainsi Z est ouvert, fermé et non vide. Puisque {2 est connexe, on obtient que Z = 2,
ce qui signifie que f est nulle. O

Définition 2.34. Soient 2 un ouvert de C, 2y € C et f une fonction analytique sur €2
s’annulant en zg. L’ordre de multiplicité de zg comme zéro de f est alors

m = min{j e N| £ (z) # 0} € N*"U {oo}.
On dit alors que 2o est un zéro d’ordre m de f (si f ne s’annule pas en zg on peut éventuel-
lement dire que zg est un zéro d’ordre 0 de f).

Remarque 2.35. f admet en zy un zéro d’ordre supérieur ou égal & m € N si et seulement si
la série entiére avec laquelle f coincide au voisinage de zy est de la forme

flz) = Z an(z — 20)".

Si de plus a,, # 0 alors zy est un zéro d’ordre exactement égal & m.
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Le théoréme suivant sera extrémement important pour 1’étude des fonctions analytiques :

Théoréme 2.36 (Principe des zéros isolés). Soient Q@ un ouvert conneze de C et f une
fonction analytique non identiquement nulle sur . Alors l’ensemble des points ot f s’annule
est une partie discréte de Q (tout zéro de f est isolé).

Démonstration. Soit zp € Q. On suppose que f(zg) = 0. Puisque f n’est pas identiquement
nulle, elle admet un zéro d’ordre fini m € N* en 2z d’aprés la proposition 2.33. Comme pour
la proposition 2.32, on montre alors qu’il existe 7 > 0 tel que f ne s’annule pas sur D*(zq, 7).
Cela prouve que zp est un zéro isolé de f. O

Corollaire 2.37. Soient Q) un ouvert connexe de C et f une fonction analytique sur Q. Alors
pour tout o € C Uensemble f~1({a}) est discret ou égal a Q.

Corollaire 2.38. Soient Q un ouvert conneze de C et f et g deux fonctions analytiques sur
Q. Si ’ensemble des points ot f et g coincident admet un point d’accumulation dans Q2 alors

=g

Remarque 2.39. On rappelle qu'une fonction polynémiale (somme finie de mondmes) non
constante s’annule au plus un nombre fini de fois (le nombre de zéros comptés avec ordres
de multiplicité étant égal au degré du polynéme). On déduit du Théoréme 2.36 qu’une série
entiére (somme dénombrable de monoémes) non nulle admet au plus un nombre dénombrable
de zéros (comptés avec multiplicité). C’est cohérent.

Le résultat qui suit est un simple cas particulier du Corollaire 2.38, mais il est d’une telle
importance qu’on lui accordera le statut de théoréme.

Théoréme 2.40 (Principe du prolongement analytique). Soient Q un ouvert connexe de C
et f une fonction analytique sur . Soit Q un ouvert contenant Q. Alors f admet au plus un
prolongement analytique de f sur €.

Démonstration. On suppose que les fonctions gy et g2 sont deux fonctions analytiques sur Q
qui coincident avec f sur 2. Elles y sont en particulier égales. Puisque €2 n’est pas discret,
on en déduit que g; = go. O

2.5 Fonctions analytiques réelles

Tout ce qui a été dit dans cette partie 2 concerne des fonctions d’une variable complexe.
Cependant, tout est valable dans un cadre réel.

Commengons par les séries entiéres. Une suite réelle (an), oy peut étre vue comme une
suite complexe. Ainsi le domaine de convergence de la série de fonctions (d’une variable réelle)
Y nen @nZ" nest rien d’autre que l'intersection avec R du domaine de convergence de cette
méme série entiére vue comme série complexe. En particulier, il existe donc R € [0, +o0] tel
que le domaine de convergence D de la série vérifie | — R, R[C D C [-R, R).

On définit alors les fonctions analytiques sur R comme on ’a fait sur C, et tous les résul-
tats démontrés dans C le sont encore dans R avec les mémes démonstrations. Une fonction
analytique est de classe C* et coincide au voisinage de chacun des points du domaine de
définition avec sa série de Taylor. Et on a le principe des zéros isolés et le principe du prolon-
gement analytique. Ces propriétés sont beaucoup, beaucoup plus fortes que d’étre simplement
C*.

Il existe par exemple des fonctions de classe C**° sur R dont la série de Taylor en 0 a
un rayon de convergence nul. Une telle fonction n’a alors aucune chance de coincider avec
cette série de Taylor sur aucun voisinage de 0. En fait, d’aprés le Théoréme de Borel (voir
par exemple 'Exercice 116 du Petit Guide de calcul différentiel de F. Rouviére), pour toute
suite (an), ¢y & valeurs dans R (ou dans C) il existe une fonction f de classe C*° de R dans
R (ou dans C) telle que f*)(0) = ax pour tout k& € N. En prenant par exemple a, = (k!)?
pour tout k € N on obtient un exemple de fonction dont la série de Taylor en 0 a un rayon
de convergence nul.
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Un autre phénoméne qui peut se produire est d’avoir une fonction de classe C*° sur R
qui admet en 0 une série de Taylor qui a un rayon de convergence infini, mais telle que la
fonction et sa série de Taylor en 0 ne coincident sur aucun voisinage de 0. Par exemple, la

fonction )
e 22 six#0
v . # 0,
0 siz =0,

est de classe C'™ sur R et toutes ses dérivées sont nulles en 0. Sa série de Taylor est donc
nulle en 0, alors qu’elle n’est elle-méme identiquement nulle sur aucun voisinage de 0.

Et évidemment, une fonction de classe C'™° n’a en général aucune raison de satisfaire le
principe des zéros isolés ou le principe du prolongement analytique. Pour s’en convaincre il
suffit de se rappeller qu’il existe des fonctions x € C°(R) égales a 0 sur [—1,1] et égales a 1
(ou n’importe quoi d’autre) en dehors de [-2,2]. Et encore, on peut faire bien plus exotique
(voir par exemple 'Exercice 115 du Rouviére).

Néanmoins, les versions globales de la formule de Taylor (Taylor-Lagrange ou Taylor avec
reste intégrale), qui permette de controler la différence entre une fonction est les sommes
partielles de sa série de Taylor, permettent de montrer que si la suite des dérivées en un point
d’une fonction C'*° ne grandit pas trop vite, alors cette fonction est bien analytique.

Proposition 2.41. Soient R > 0 et f une fonction de classe C* sur | — R, R[. On suppose
qu’il existe M > 0 et a > 0 tels que pour tousn € N et x €] — R, R[ on a

] f(”)(x)‘ < Ma™.

Alors f est analytique sur ] — R, R

Démonstration. Soient x €] — R, R[ et N € N. D’aprés la formule de Taylor-Lagrange on a

N
‘M%Z
n=0

(n) N+1
0 | Ma .

£

Cela prouve que la série ) &—r—2" converge sur | — R, R[ et sa somme coincide avec
f. Ainsi, f est bien la somme d’une série entiére (et donc une fonction analytique) sur
|- R,R|. O

3 Fonctions usuelles

3.1 Fonction exponentielle

La fonction exponentielle a été définie & I’Exemple 2.6 par la série entiére

n

exp(z) = Z %

neN

On décrit dans ce paragraphe les propriétés de cette fonction. On ne suppose connue aucune
des propriétés de I’exponentielle, ni réelle, ni complexe. On ne suppose pas non plus avoir
déja connaissance du réel m, qui sera défini pour 'occasion.

Proposition 3.1. (i) On a exp(0) = 1.

(ii) La série exponentielle a un rayon de convergence infini. En particulier, la convergence
de la série est normale sur tout compact de C.

(iii) Pour z € C on a exp(z) = exp(Z).
(iv) Pour z1,20 € C on a
exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2).

(v) Pour tout z € C on a exp(z) #0 et

exp(z) ™ = exp(—2).
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3 FONCTIONS USUELLES

(vi) La fonction exponentielle est analytiqgue sur C. En particulier elle est holomorphe et
pour tout z € C on a

exp’(z) = exp(z).

(vii) La restriction de la fonction exponentielle & R définit une bijection strictement crois-
sante de R dans RY. .

(viii) Pour z € C on a
lexp(z)|=1 <= =ze€iR.

(ix) L’mage de Uapplication exponentielle est C*.

(x) Il existe un unique réel positif, noté w, tel que pour z € C on a
exp(z) =1 < 2z € 2nZ.
On a alors exp(in) = —1 et exp(in/2) = i.

Démonstration. e Le premier point est clair, le second a été vu au Paragraphe 2.1, le qua-
triéme & I’Exemple 2.18, le cinquiéme suit en prenant zo = —z1, et le sixiéme est conséquence
des Propositions 2.28 et 2.21, et d’un simple calcul. Pour (iii), on utilise le fait que le conju-
gué d’une somme finie est la somme des conjugués, et le fait que la conjugaison définit une
application continue sur C.

e Montrons (vii). L’exponentielle d’un réel est bien réelle, comme somme d’une série a
coefficients réels, et pour tout € R on a

N 2
exp(z) = exp (5) > 0.

D’aprés (vi), exponentielle définit alors une application strictement croissante sur R. On a
alors exp(1) > exp(0) = 1 et donc, pour n € N*|

exp(n) = exp(1) — +o0.

La croissance assure alors que
exp(z) — +o0,

r——+0o0
puis

0.

exp(—2) = exp(x) z—+oo

La fonction exponentielle réalise donc bien une bijection strictement croissante de R dans
R*.
e Soit # € R. D’apres (iii) et (iv) on a

lexp(i)]* = exp(if)exp(if) = exp(if) exp(—if) = 1.

Inversement on suppose que z = = + iy € C (avec z,y € R) est tel que |exp(z)| = 1. On a
alors

1 = |exp(z)| = |exp(z)] [exp(iy)| = exp(z).

Puisque l'exponentielle réelle est injective, on a nécessairement x = 0. On obtient bien que
lexp(z)| =1 si et seulement si z est imaginaire pur.

e Montrons (ix). On note F' = exp(C). On a déja vu que F' C C* et, d’aprés le théoréme de
Papplication ouverte (Corollaire 1.18), F' est un ouvert de C (et donc un ouvert de C*). En
outre, F' est un sous-groupe du groupe (multiplicatif) C*. Soit a € C*. L’application z — az
est une bijection continue de C*, dont la réciproque z — a~ 'z est également continue. Ainsi,
aF = {az,z € F'}, est un ouvert de C*. En outre, aF'NF # () si et seulement si a € F (auquel
cason a aF' = F). Ainsi on a

C*=FU U aF
a€C*\F
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Ainsi on a écrit C* comme union disjointe de deux ouverts. Comme F n’est pas vide et que
C* est connexe, cela prouve que F' = C*.

e Il reste & montrer (x). On a déja vu que 'image réciproque de {1} par exponentielle est
contenue dans ’axe imaginaire. Il suffit donc d’étudier le noyau N du morphisme de groupes

{(R,+) - (C*, x)
0 —  exp(if).

Ce noyau est un sous-groupe fermé de R. On considére § € R* tel que exp(if) = —1 (un
tel 0 existe d’aprés (ix) et (viii)). Cela assure déja que N # R. D’autre part, exp(2if) =
exp(if)? = 1, donc N n’est pas réduit & {0}. Il existe donc o > 0 tel que N = aZ. On note
alors T = /2. On a alors exp(im) # 1 et exp(im)? = exp(2in) = 1 donc exp(ir) = —1. Ainsi,
pour 6 € R on a exp(if) = 1 si et seulement si 6 est un multiple de 27 et exp(if) = —1 si et
seulement si § — 7 est un multiple de 27.

On s’intéresse finalement & exp(im/2). C’est une racine de -1, soit i ou —i. On considére
la fonction s : t — Im(exp(if)). Elle est continue et ne s’annule que quand exp(if) vaut 1 ou
—1, soit quand ¢ est un multiple de 7. En particulier, s est de signe constant sur |0, 7[. Mais
§'(0) = Im(i) = 1, donc s prend des valeurs strictement positives sur 0, [. Cela assure que
exp(in/2) = i. O

Définition 3.2. On note e = exp(1). Pour z € C on pourra écrire e* au lieu de exp(z).

Remarque 3.3. Attention a cette notation!! Elle est pratique, donc on 1'utilise, mais ce n’est
qu’une notation, et il ne faut pas lui faire dire ce qu’elle ne dit pas. On utilise cette notation
parce que les propriétés (iv) et (v) sont vraies, et qu’en ce sens la fonction exponentielle
ressemble & une fonction puissance. Evidemment, il n’est pas question de déduire (iv) et (v)
d’un choix de notation. D’autre part, ce choix de notation est raisonnable car pour un entier
n les deux nombres exp(n) et e X --- x e (avec n facteurs) coincident (d’aprés la propriété
(iv)...), il n’y a donc pas d’ambiguité a les noter de la méme fagon. De méme, exp(—n)
coincide avec 1/(e x -+ X e).

Définition 3.4. Soit z € C*. On appelle argument de z un réel 6 tel que % = e

K]

Proposition 3.5. Soit z € C*. Alors z admet une infinité d’arguments. Plus précisément,
si By est un argument de z, alors l’ensemble des arguments de z est

{60 + 2km k € T} .

Démonstration. On note u = z/|z]. On a |u] = 1. D’aprés les propriété (ix) et (viii) de la
Proposition 3.1 il existe 8y € C tel que exp(ifp) = w. 6y est alors un argument de z. Soit
maintenant § € R. On a

i _ i — oifo

s 070 — 7,
||

D’aprés la propriété (x) de la Proposition 3.1, 6 est un argument de z si et seulement s’il
existe k € Z tel que (0 — 0y) = 2ikm, soit 6 = Oy + 2km. O

Ezxercice 7. Soient a € C et uy € C. Déterminer I’ensemble des fonctions entiéres telles que

3.2 Fonctions hyperboliques et trigonométriques

On définit maintenant les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique par les

séries entiéres
2k 22k+1

cosh(z) = Z @ et sinh(z) = Z hE

keN keN

Proposition 3.6. (i) Les séries cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique ont un rayon
de convergence infini.
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(ii) La fonction cosh est paire, la fonction sinh est impaire.

(ili) Pour tout z € C on a

exp(z) = cosh(z)+sinh(z), cosh(z) = exp(z) + exp(=2) sinh(z) = exp(z) = exp(—z)'

2 ’ 2

(iv) Pour tout z € C on a
cosh’(z) = sinh(z) et sinh’(z) = cosh(z).
(v) Pour tout z€ C on a
cosh(z)? — sinh(z)? = 1.

Démonstration. On montre le dernier point. Pour z € C on note f(z) = cosh(z)? —sinh(z)? —
1. Cela définit une fonction analytique sur C de dérivée partout nulle. Par conséquent, toutes
les dérivées de f sont nulles. Comme par ailleurs f s’annule en 0, on obtient que f =0. O

On définit maintenant les fonctions cosinus et sinus par les séries entiéres

Z2k+1

ZQk .
COS<Z>:Z(_1)k(zk)! ot Sm(z)zz(_l)km'

keN keN

Proposition 3.7. (i) Les séries cosinus et sinus ont un rayon de convergence infini.
(ii) La fonction cos est paire, la fonction sin est impaire.

(iii) Pour tout z € C on a
cos(z) = cosh(iz) et sin(z) = —isinh(iz).
(iv) Pour tout z € C on a

cos(z) = exp(iz) —|—2exp(—iz)7 sin(z) =

exp(iz) — exp(—iz)
21 '

(v) Pour tout z € C on a
cos'(z) = —sin(z) et sin'(z) = cos(z).

(vi) Pour tout z € C on a
cos(z)? + sin(z)? = 1.

(vil) Pour 0 réel (et seulement dans ce cas!) on a
cos(f) = Re(exp(if)) et sin(f) = Im(exp(if)).
Lorsque cela a un sens on pose

sin(z)
cos(z)’

sinh(z)

tanh(z) = cosh(z)

et tan(z) =

3.3 Logarithmes

Il 'y a deux fagons naturelles d’introduire le logarithme népérien In : R} — R. On peut
le voir comme 1'unique primitive de la fonction x % qui s’annule en 1, ou bien comme la
réciproque de la fonction exponentielle, qui réalise une bijection de R dans R*.

On peut envisager a nouveau ces deux approches pour définir un logarithme complexe. On
verra a la Proposition 3.15 que ces deux propriétés sont encore équivalentes. .. et présentent
donc les mémes difficultés.

A ce stade, on n’a pas de résultat d’existence de primitives (patience, ¢a viendra!) et
I’exponentielle complexe n’est pas vraiment une bijection. Si on restreint I’ensemble d’arri-
vée & C* on obtient une application surjective mais, contrairement & ’exponentielle réelle,
I’exponentielle complexe n’est pas non plus injective. Il est donc nécessaire de restreindre
également ’ensemble de départ.
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Définition 3.8. On appelle logarithme népérien et on note In la bijection réciproque de
I’exponentielle réelle.

Lemme 3.9. Soit z € C. Si {(z) € C est tel que exp(£(z)) = z alors on a
£(z) = In(]z]) + 6,
ot 6 est un argument de z.

Démonstration. On note ¢(z) = x + iy avec z,y € R. On a alors
z = exp(z + 1y) = exp(x) exp(iy).

Ainsi |z| = exp(x), soit = In(|z|), puis exp(iy) = z/ |z|, ce qui signifie que y est un argument
de z. O

On a précisé le fait que 'exponentielle complexe n’est pas injective, et avec la Proposition
3.5 on obtient que chaque z € C* admet une infinité d’antécédents, tous différents d’un
multiple de 2.

Définition 3.10. Une détermination continue du logarithme sur un ouvert €2 de C est une
fonction continue £ sur € telle que

VzeQ, exp(l(z)) =z

Ainsi, si la fonction exponentielle est injective sur un ouvert 2 de C, alors elle réalise une
bijection de 2 dans l'ouvert = f(£) et sa réciproque est une détermination continue du
logarithme sur €.

Remarque 3.11. 1l ne peut pas exister de détermination du logarithme sur un ouvert contenant
0.

Proposition 3.12. Si ¢ et {5 sont deux déterminations continues du logarithme sur deux
ouverts 0y et Qo d’intersection non vide et connexe, alors il existe k € Z tel que €1(2)—l2(2) =
2ikm pour tout z € 1 N Ns.

Démonstration. Puisque exp(¢1(z)—¥2(z)) = 1 pour tout z € 1Ny, il existe une application
k:QiNQy — Z telle que ¢1(z) — l2(z) = 2ik(z)m pour tout z € 4 NQy. Mais k est continue,
Q1 N Qs est supposé connexe et Z est discret, donc k est constante. O

Proposition 3.13. Il n’existe pas de détermination continue du logarithme sur un voisinage
du cercle unité (en particulier sur C*).

Démonstration. On suppose par ’absurde qu’il existe une détermination continue ¢ du loga-
rithme sur un voisinage du cercle unité. Alors I'application f : 6 — £(e?%) — i est continue
sur R et pour tout # € R on a

exp(f(2)) = exp(£(e'?)) exp(—if) = 1,

donc f est a valeurs dans 2inZ. Comme 2inZ est discret, f est une application constante, et
donc

(1) = f(0) = f(2m) = (1) — 2ir,

ce qui donne une contradiction. O

Remarque 3.14. L’application exponentielle réalise une bijection de R* x i] —, 7] dans C* et
sa réciproque £ est une application sur C* telle que exp of = Id¢+. Mais cette fonction £ n’est
pas continue, et ce pour la méme raison que celle utilisée pour la preuve de la proposition
3.13 : (e~ i) tend vers —im quand ¢ tend vers 0, alors que £(e= ") = ir.

A la Définition 3.10, on a fait le choix d’introduire un logarithme comme étant une
réciproque partielle de la fonction exponentielle. On fait maintenant le lien avec ’aspect
primitive de la fonction inverse.

Proposition 3.15. Soit Q un ouvert connexe de C*.
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(i) On suppose qu’il existe détermination continue ¢ du logarithme sur Q. Alors £ est holo-
morphe et pour tout z € Q on a l'(z) = 1.

(ii) On suppose que la fonction z +— % admet une primitive F' sur Q. Alors il existe o € C
tel que F' — a est une détermination continue du logarithme sur €.

Démonstration. On suppose que £ est une détermination continue du logarithme sur €2. Soit
z € Q). Par continuité de £ on a

lz+h)—L(z) — 0,
h—0

puis, comme la fonction exp est dérivable de dérivée 1 en 0,

exp({(z+h) —4(z)) — 1

Gt h) =) noo |

(on note que le dénominateur n’est pas nul si h # 0 car £ est injective). Or

exp(l(z+ h z+h h
Cela prouve que
Lz+h)—L(z) 1
h h—0 2’

et donc que ¢ est dérivable en z de dérivée £/(z) = 1.

Inversement, on suppose que F' : Q — C est holomorphe avec F’'(z) = % pour tout z € Q.

Pour z € Q on pose
F
)
Cela définit une fonction h est holomorphe de dérivée nulle et donc constante sur 2. On note
B € C cette constante. Nécessairement, 5 # 0. Soit alors a € C tel que e® = f. Pour tout
z € () cela donne
exp(F(z)) = zexp(a).

Cela prouve que F' — « est une détermination du logarithme. O

Définition 3.16. On appelle détermination principale du logarithme et on peut noter Log
la réciproque de la bijection

{ Rxi —mn] — C*\(R_ x{0})
z — exp(z)

On remarque que pour tout # € R il existe une détermination du logarithme sur C\ e?R .

Proposition 3.17. La détermination principale du logarithme est développable en série en-
tiere sur le disque D(1,1). Plus précisément, pour tout z € D(1,1) on a

Log() = 3 (-1 E U0

(3.6)
neN n+l

Démonstration. D’aprés la Proposition 3.15 on a, pour tout z € D(1,1),

! SR

Log'(2) = - = ————
z 14+(z-1) =
Ainsi, d’apreés la Proposition 2.21, les deux membres de (3.6) sont deux fonctions holomorphes
sur D(1,1) qui ont méme dérivée. Comme par ailleurs ces deux fonctions s’annulent en 1, on
obtient qu’elles sont égales sur tout D(1,1) par la Proposition 1.16. O

Définition 3.18. On appelle détermination continue de l’argument une application de la
forme Im(¢) ot ¢ est une détermination continue du logarithme.

La détermination principale de 'argument, que ’on peut noter Arg, est la partie imagi-
naire de la détermination principale du logarithme.

Proposition 3.19. Soit 0 une détermination continue de l’arqument sur un ouvert ) de C.
Alors 0 est une fonction continue de Q dans R et 0(z) est un argument de z pour tout z € Q.
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3.4 Fonctions racines et puissances réelles

Définition 3.20. Soit 2 un ouvert de C. Soit k& € N*. On appelle détermination continue
de la racine k-iéme sur €2 une fonction continue f sur ) telle que pour tout z € 2 on a

f) ==

Proposition 3.21. Soit Q un ouvert de C. On suppose qu’il existe sur Q2 une détermination
continue £ du logarithme. Alors l'application

oo (12).

est une détermination continue de la racine k-iéme sur €.

Démonstration. La fonction proposée est continue comme composée de fonctions continues.
En outre pour tout z € ) on a bien

exp (“kz))k — exp (6(2)) = = o

Ezemple 3.22. L’application qui & z € C\ R_ associe son unique racine de partie réelle
strictement positive est une détermination continue de la racine carrée sur C \ R_. Idem en
associant a z son unique racine carrée de partie réelle strictement négative.

Remarque 3.23. Plus généralement, si ) est un ouvert de C* sur lequel existe une détermi-
nation du logarithme, alors pour tout a € C on peut définir une « détermination continue de
la puissance o » en posant

fa(2) = exp (al(2)).
Cela définit une fonction holomorphe sur €2 et pour z € €2 on a
!
7a() = 2 fal2).

On observe que pour «, 3 € C et z € Q on a aussi

fa(2)f5(2) = fa+rs(2)-
En particulier, f/(2) = afa—1(2).

4 Intégration - Primitives - Formule de Cauchy

4.1 Intégration le long d’un chemin

Définition 4.1. e On appelle chemin une application ~ continue et C' par morceaux
d’un segment [a, b] (avec a < b) dans C. Ainsi v est continue sur [a, b] et il existe une
subdivision ¢ = ag < a1 < -+ < a,, = b de [a,b] (avec n € N*) tel que la restriction
de v & [ag_1,ax] est de classe C! pour tout k € [1,n]. L’image du chemin v est
Im(y) = 7([a,b]) < C.

e Un lacet est un chemin fermé, c’est-a-dire un chemin v : [a,b] — C (avec a < b) tel
que y(a) = (b).
Ezxemples 4.2. e Soient z1, 29 € C. On considére le chemin

( ) [0,1] — C
g\21, 22) - t = 21 +t(2’2—21)

Son image est le segment [z1, zo]. Il est parcouru dans le sens allant de z; vers zs.
e Soit zg € C et » > 0. On considére le chemin

[0,271] — C
c(z0,7) : 0 — 2o+ re?

C’est un lacet, dont 'image est le cercle de centre zg et de rayon r. Il est parcouru
dans le sens direct (sens trigonométrique).
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Définition 4.3. Soient €2 un ouvert de C et f une fonction continue de 2 dans C. Soit
7 : [a,b] — Q un chemin de classe C*. L’intégrale de f le long de v est

b
/ f(2)dz = / SO0 (8) dt.

Pour un chemin v quelconque, on considére une subdivision a = ag < a; < --- < a, = b de
[a,b] adaptée & v et on définit

n ar

[1@a=X [ romm@a. (47)
Y k=1" -1

L’intégrale de f le long du chemin v peut aussi étre simplement notée fv f.

Remarque 4.4. L’intégrale d’une fonction sur un chemin de C est en fait une simple intégrale
d’une fonction continue par morceaux sur un segment de R.

Ezxemples 4.5. On considére les chemins suivants :

[ 0,2nr] —» C [ 0,27r] - C
M1t 0 s it o Y-1" 0 s 0
| [-2m,27] — C . [ [0,20] - C

Y2t 0 — ei9 ) Y2t 0 — e 0

Tous ces chemins sont en fait & valeurs dans C*. On peut donc calculer :

1 2 . .
/ —dz = / e e d = 2im,
1 # 0
1 27 . .
/ —dz = / e (—ie=) df = —2im,
Y-1 z 0

1 27 ) )
/ —dz = / e 9 4e'% 4o = i,
2 % —2m

27
dz = / €29 2629 49 = 4dir.
0

Définition 4.6. Soient Q un ouvert de C et v1 : [a1,b1] = Q et 72 : [az,b2] — Q deux
chemins.
e On dit que 71 et v sont équivalents s’il existe un C!-difféomorphisme croissant ¢ :
[a1,b1] = [a2, ba] tel que 1 = v 0 .
e On dit que 71 et v2 sont opposés s'il existe un C'-diffeomorphisme décroissant ¢ :
[a1,b1] = [az, ba] tel que 41 = y2 0 .

Définition 4.7. Soit 7 : [a,b] — C un chemin. On notera —v le chemin opposé a v défini

par
| a,b] — C
Yt e fla+b—t)

Proposition 4.8. Soient Q0 un ouvert de C et f une fonction continue de Q) dans C. Soient
7 i [a1,b1] = Q et v2 @ [ag, ba] = Q deux chemins.

[r=]r
[o==]7

Il s’agit d’une simple application de la formule de changement de variables pour une
fonction d’une variable réelle :

(i) Sivy1 et ya sont équivalents alors

(ii) Siv1 et 2 sont opposés alors
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Démonstration. ¢ On montre le cas oll 7 et 7, sont de classe C'. Soit ¢ comme & la
définition 4.6. On a

by by
/f:/ Fon@ di = [ Fa(e®)ale(t)e () d.

ai

On effectue le changement de variables s = ¢(t), ds = ¢/(¢) dt, ce qui donne

thAiTﬂwwhﬂﬁm

Si 1 et v sont équivalents alors ¢(a1) = ag et ¢(b1) = ba, ce qui donne la premiére égalité.
Si 1 et y2 sont opposés alors p(a;) = by et (b1) = ag, ce qui donne alors la seconde. Cela
prouve la proposition si 1 et v, sont de classe C*.

e Le cas général se montre de la méme fagon, en découpant l'intégrale. On suppose que v,
et o sont équivalents. Si a; = ap < -+ < a;, = by est une subdivision adaptée a ~y; alors
as = p(ag) < -+ < p(ay) = by est une subdivision adaptée a v5. On vérifie alors que

=3 [ smomima=3 """ eaemeas= [ 5
IR / ]

k=1 plar—1)
Le cas ol 1 et 5 sont opposés se montre de la méme fagon. O

Remarque 4.9. Dans la preuve on a seulement utilisé le fait que ¢ est de classe C! avec
p(ar) = ag et p(by) = ba (respectivement p(a1) = ba et p(b1) = az)).

Exemples 4.10. On revient sur les Exemples 4.5. Les chemins 7, et 42 sont équivalents, tandis
que les chemin ~; et y_; sont opposés. Par contre ; et 72 ne sont pas équivalents.

La relation « étre équivalent » est une relation d’équivalence sur ’ensemble des chemins.
On appelera courbe une classe d’équivalence pour cette relation, et si v est dans une classe
d’équivalence I, on dira que 7y est une paramétrisation de I'.

Si on voit un chemin 7 au sens premier du terme, comme la description d’un chemin
parcouru (on se trouve a la position (¢) a 'instant ¢, 7/(¢) étant alors la vitesse a 'instant
t), alors la notion de courbe ne garde comme information que le chemin parcouru et le sens
de parcours, mais ne tient pas compte de quand il a été parcouru, ni & quelle vitesse. Par
exemple, les chemins 5 et 72 parcourent deux fois le cercle unité dans le sens direct, et c’est
la seule information qui compte pour l'intégration. Le fait que 45 aille deux fois plus vite (et
en deux fois moins de temps) ne joue aucun role ici. Il n’y a donc pas lieu de distinguer o et
2. Plutot que de définir les intégrales le long de chemins, on peut donc choisir de les définir
le long des courbes.

Etant donnée une courbe I' et une paramétrisation v de I', on définit alors I'intégrale d'une
fonction f le long de I' comme étant V'intégrale de f le long de « (et d’aprés la Proposition
4.8 c’est bien indépendant du choix d’un paramétrage). On notera

Af=Af

Ainsi on peut parler de U'intégrale de la fonction z +— 1/z le long du cercle unité parcouru
deux fois dans le sens direct, sans avoir besoin de préciser une paramétrisation particuliére.

Ceci étant dit, il peut étre plus commode de parler de chemin (vraie application d’un
segment de R dans C) que d’une courbe (plus simple mais plus compliqué a apprivoiser dans
un premier temps). C’est un choix, on peut tout a fait faire un cours d’analyse complexe en
ne parlant que de chemins (mais, en général, méme si on ne le mentionne pas explicitement,
on a quand méme tendance a ne pas toujours préciser de paramétrage, ce qui revient a parler
de courbes. . .).

Par contre, il sera extrémement important de savoir donner un paramétrage
d’une courbe simple.
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Remarque 4.11. Soient 7 : [ag, bp] — C un chemin et [a, b] un segment de R (avec ag < by et
a < b). Alors il existe un chemin 7 : [a,b] — C équivalent & ~o. Il suffit de considérer

by — a
fy:te[a,b]»—>70<ao+(t—a) (l)yao)' (4.8)
Ainsi, étant donnée une courbe I' et un segment [a, b], il existe toujours un paramétrage
v de T dont le domaine de définition est [a, b].

Définition 4.12. Soient 77 : [a,b] — C et 72 : [b, ¢] — C deux chemins tels que 71 (b) = y2(b).
On appelle concaténation de 1 et 2 le chemin v obtenu en posant, pour ¢ € [a, ],

() = {'yl(t) sit € la,bl],

72(t) site b, .
On pourra noter v = 71 * ya.

Remarque 4.13. On note que cette définition se restreint aux chemins 1 et 5 tels que
I'extrémité droite du domaine de définition de v, coincide avec ’extrémité gauche du domaine
de définition de 5. C’est dommage, puisqu’on a vu que les domaines de définition des chemins
n’avaient aucune importance. Ainsi, quand cette condition « technique » n’est pas vérifiée,
on peut toujours reparamétrer 'un des chemins comme en (4.8). Cela revient, qu’on le dise
explicitement ou non, & considérer des courbes plutot que des chemins. Ainsi, étant données
deux courbes I'; et I's, on appelle concaténation de I'y et I'; et on note I'y * I's la courbe
I" dont 'un des paramétrages est le chemin ~ défini comme a la définition 4.12, o 77 et o
sont des paramétrages de I'; et 'y définis sur [0,1] et [1, 2], respectivement.

On observe qu'un chemin peut toujours étre vu comme concaténation d’un nombre fini
de chemins de classe C'!.

Ezemple 4.14. On utilisera au paragraphe suivant des lacets triangulaires. Pour z1, 29,23 € C
on note
T(z1, 29, 23) = S(z1,22) * S(22, 23) * S(z3,21),

ot S(zj,z) est la courbe correspondant au chemin o(z;,2;) (défini & 'exemple 4.2). On
est déja dans un cas ou la Définition 4.12 ne s’applique pas stricto sensu avec les chemins
0(%,2;). Il faut donc considérer les segments & reparamétrage preés, c’est-a-dire les courbes
correspondantes. Ainsi, un paramétrage possible de T'(z1, 22, z3) est 7(z1, 22, 23) : [0,3] = C
tel que

21+ s(z2 — 21) si s €[0,1],
T(21,22,23)(8) =< 22+ (s — 1)(23 — 22) sis€[l,2],
z3+ (s —2)(z1 —23) sise€23].

Proposition 4.15. Soient v1, v2 et v comme a la définition 4.12. Alors pour toute fonction
f continue sur un voisinage de Im(vy) on a

[o= s

Démonstration. C’est une simple application de la relation de Chasles pour les intégrales sur
un segment de R. O

Exemple 4.16. On considére le chemin ~g défini par
yog=0c(l—i1+i)xo(l+i,—14+)xo(-1+4i,—1—10)xo(—-1—14,1—1).

Son image est le carré reliant (dans cet ordre) les points 1 —4, 1+4, —1+iet —1 —i. On a
alors

dz dz dz dz dz
— = — + — + — + —. (4.9)
ya o(1—i,144) ? o(1+i,—1+i) # o(—1+i,—1—3) # o(—1—i,1—i) #
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Le calcul de la premiére intégrale donne

d ! 1 Yoi+2(2t—1
[ L [reee,
(T(l—i,l—‘ri) z 0 172+2Zt 0 1+(2t71)

1 1
1 2(2t — 1
R R
-1 1+82 0 1+(2t—1)2

=i arctan(s)]l,l + [In(1+ (2t — 1)2)](1)
5

On peut vérifier que les trois autres termes de (4.9) valent également %r, de sorte que

d
/ .
Y= Z

Définition 4.17. La longueur d’un chemin + : [a,b] — C! de classe C! est

b
Long(7) = / Y (#)] dt.

En général, avec les notations de la Définition 4.1 on pose

n an
Long(1) = 3" / /(1)) dt.
k=1" k-1

Proposition 4.18. (i) Deux chemins équivalents ou opposés ont méme longueur.

(ii) Soient v1 et yo deuz chemins comme & la Définition 4.12. Alors on a

Long(7) = Long(1) + Long(7).

Démonstration. La seconde propriété est & nouveau une simple application de la relation de
Chasles. On montre la premiére. Soient 71, 72 et ¢ comme a la Définition 4.6. On a

b1
Long(y1) = Long(nz 0 ) = / (o)) [ (1) dt.

ay

Si ¢ est croissante on a

by @(b1) b2
Long(y1) = / W (o(t)] ¢ (¢) dt = / s (s)] ds = / I (s)] ds = Long(7a).

ay (a1) as
Et si ¢ est décroissante on a

b1 w(b1)

Long(1) = / W) @@yt =— [ yh(s)] ds = - / " 14(s)] ds = Long(qz).

a v(a1) b2
O
Puisque la longueur d’un chemin ne dépend pas du choix du paramétrage, on peut donc
parler sans ambiguité de la longueur d’un courbe.

Ezemple 4.19. Soit 6 €]0,2x[. La longueur de l'arc de cercle unité joignant 1 & €% (que I'on
peut paramétrer par e'® pour s € [0, 6]) est

9 .
/ |ie”| ds = 0.
0

Cet exemple est important car on a (ré)introduit la notion d’argument (c’est-a-dire d’angle)
d’un point de vue purement analytique, mais on voit ici que c’est bien cohérent avec la
définition géométrique d’origine.
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Proposition 4.20. Soient Q un ouvert de C, f une fonction continue sur S, et~ : [a,b] —
un chemin. Alors on a

/ f] < Long(y) sup |fI.
Yy

Im(y)

Démonstration. On a

b b
/ f] < / PO O] dt < swp 1f| [ W(@©)] dt = sup |f]Long(7). 0
¥ a

Im(7) a Im(y)

Proposition 4.21. Soient v : [a,b] — C un chemin et (fyn), oy une suite de fonctions
continues sur Im(vy) qui converge uniformément vers une fonction f. Alors f est continue
sur Im() et on a

Remarque 4.22. Toutes les définitions et résultats de ce paragraphe sont évidemment les
mémes que pour les intégrales curvilignes de fonctions & valeurs dans R2.

Ezxercice 8. On note T le triangle reliant points 0, 1 et 4, orienté dans le sens direct. Calculer

/zdz et /Edz.
T T

4.2 Intégrales et primitives

Le but de ce paragraphe est de faire le lien entre primitives et intégrales. On rappelle que
pour une fonction f continue sur un intervalle I de R :
e on prouve que f admet une primitive en considérant, pour n’importe quel zg € I, la
fonction

xﬁ>/@fU)ﬁ, (4.10)

e inversement, si on connait une primitive F' de f sur I, alors on peut l'utiliser pour
calculer des intégrales de f : pour tous a,b € I le théoréme fondamental de I’analyse
s’écrit

/vmﬁ—F@—F@. (4.11)

Puisque les intégrales le long de chemins de C ne sont rien d’autre que des intégrales sur
des segments de R, on peut espérer généraliser ces deux idées. La seconde est vraie et ne
posera aucune difficulté. Par contre la construction d’une primitive est plus subtile et fera
intervenir la topologie du domaine €2 sur lequel on cherche une primitive, probléme qui ne se
pose pas sur un intervalle de R.

Proposition 4.23. Soient Q) un ouvert de C et f une fonction continue de Q dans C. On
suppose que f admet une primitive F' sur Q. Alors pour tout chemin v : [a,b] = Q on a

/ f = F(y(b)) - F((a)).

En particulier, lintégrale sur un lacet d’une fonction continue admettant une primitive est
nulle.

Démonstration. Dans le cas oil 7y est de classe C'' on écrit simplement

b b
d
[1=[ to@r®i= [ Lra®)d=FaE) - Fo).
Y a a
Le cas général s’obtient en découpant l'intégrale comme en (4.7) et en appliquant cette égalité
a chaque terme. O

Remarque 4.24. D’aprés les Exemples 4.5, la fonction z — 1/z n’admet une primitive sur
aucun ouvert contenant le cercle unité.
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On a motivé la Proposition 4.23 comme moyen pratique de calculer une intégrale si on
connait une primitive de la fonction intégrée. Mais ce résultat va bien au dela. Car méme
si on ne connait pas la primitive de f, il dit déja que 'intégrale de f le long d’un chemin
ne dépend que des points de départ et d’arrivée. En particulier, le fait que 'intégrale d’une
fonction qui admet une primitive soit automatiquement nulle sur un lacet (sans que l’on ne
sache rien sur cette primitive) sera crucial dans les discussions qui vont suivre.

Cela motive la suite du paragraphe, ot 'on cherche & montrer qu’une fonction admet une
primitive. On se contente ici de considérer des fonctions sur des ouverts étoilés de C. L’intérét
est d’avoir un point zg & partir duquel on peut atteindre n’importe quel point de € par un
segment, et ce afin de définir I’analogue de (4.10).

Proposition 4.25 (Critére d’existence d’une primitive dans un ouvert étoilé). Soit Q un
ouwvert de C étoilé par rapport & un point zy. Soit f une fonction continue de Q dans C. On
suppose que lintégrale de f le long de tout chemin triangulaire inclus dans € et dont zy est
un sommet est nulle. Alors f admet une primitive. En particulier, l'intégrale de f sur tout
lacet de Q) est nulle.

Démonstration. Pour z € ) on pose

F(z) = / RCLs

Cette intégrale est bien définie car le segment [z, 2] est inclus dans € pour tout z € Q. On
fixe z € Q). Pour h € C* assez petit on a z + h € Q. L’hypothése sur f assure alors que

Flz+h)—F(z) 1 B
A < / IR / IO d<>

1
— d
/U LI

h
:/1 f(z+th)dt.
0

Par continuité de f en z on obtient en passant & la limite sous l'intégrale

F(z+h)—F(z)
h h—0

f(2).
Cela prouve que f est dérivable en z de dérivée F'(z) = f(z). O

Remarque 4.26. Souvent, pour simplifier I’énoncé, on suppose que l'intégrale de f est nulle
sur tout chemin triangulaire entourant un domaine inclus dans €2, voire que §2 est convexe.

4.3 Théoréme de Cauchy

On cherche dans ce paragraphe une condition suffisante pour qu’une fonction holomorphe
admette une primitive. Cela donnera aux fonctions holomorphes toutes les bonnes proprié-
tés évoquées au paragraphe précédent. Mais pas seulement. Voir une fonction holomorphe
comme la dérivée d’une autre fonction aura des conséquences inattendues mais cruciales par
la suite.

La Proposition 4.25 motive le résultat suivant (on rappelle que les chemins triangulaires
ont été introduits & I'Exemple 4.14) :

Lemme 4.27 (Lemme de Goursat). Soient Q un ouwvert de C et f une fonction holomorphe
sur . Alors pour tous a,b,c € C tels que le triangle plein de sommets a, b et ¢ est inclus

dans Q on a
/ f=o.
7(a,b,c)

Par triangle plein on n’entend pas seulement les trois segments joignant a, b et ¢, mais
également la région qu’ils délimitent.
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FIGURE 2 — Chemins triangulaires pour le Lemme de Goursat

Démonstration. On note ag = a, by = b et ¢g = ¢ et on construit une suite de chemins
triangulaires 7, = 7(ayp, bn, ¢,) de la fagon suivante. On suppose avoir construit 7,,. On note

alors @, = (by, + ¢n)/2, by, = (cn + an)/2 et &, = (an + b,)/2 (voir Figure 2). On a alors

/ fea= [ g [ 1(2)dz
7(an,bn,cn) T(@n,Cn bn) T (b ,@n,Cn)

+/ i f(z)der/ ) f(z)dz.
T(Cnybn,an) 7(an,bnCn)

D’aprés I'inégalité triangulaire, parmi les quatre triplets (@, Cn, bpn), (€, bn, Gn), (bn, @n, cn)
et (by, ¢y, ay) il en existe au moins un, que 'on notera (a,41,bnt1,¢n+1), tel que si on note
Tn+1 = T(anJrla bn+17 CnJrl) on a

/Tn f(z)dz

D’autre part, le bon vieux Théoréme de Thalés (ou un calcul direct facile mais pénible) assure
que

<4

f(z)dz

Tn+1

Long(7x)

Long(7p4+1) = 5

En outre, puisque a,+1 est égal & a,,, b, ou ¢,, on a

1
|ant1 — an| < 3 max(|b—a|,|c—a|) < Long(7n41)- (4.12)

Par récurrence on obtient alors que pour tout n € N on a

/ f(z)dz] < 4" / f(z)dz (4.13)
et
Long() = LC’%H(TO). (4.14)

Avec (4.12) et (4.14) on obtient que la suite (an)nen est de Cauchy. Puisque C est complet,
elle converge donc vers une limite qu’on note z. D’aprés (4.14), by, et ¢, convergent également
vers zg quand n tend vers +o0.

Soit € > 0. Comme f est holomorphe en zp, il existe r > 0 tel que D(zg,7) C Q2 et pour
tout z € D(zp,7) on a

|f(2) = f(20) — (2 — 20) f'(20)| < €|z — 20] .

On fixe alors n € N tel que a,, b, et ¢, sont dans D(zg,r). Puisque la fonction z — f(20) +
(z — 20) f'(20) admet une primitive sur 2 on a

/Tn f(z)dz
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On rappelle que le diamétre d’un triangle est inférieur ou égal a son demi-périmétre . En effet,
si T C C est un triangle, alors pour tout a,b € T il existe a,b € OT tels que |a — b| < |a—b], et
par I'inégalité triangulaire, la distance entre a et b est inférieure ou égale au demi-périmétre
de T (il y a deux chemins qui joignent a a b en suivant le bord, et la somme des longueurs
de ces deux chemins est égale au périmétre, donc 'un des deux au moins & une longueur
inférieure ou égale au demi-périmétre). Cela donne

[ s
et donc, avec (4.13) et (4.14),

/Tof(z)dz /Tnf(z)dz

Ceci étant valable pour tout € > 0, on a bien

< %Long(m)2,

3

n 4" 2 € 2
<4 < 7L0ng(7n) < §L0ng(7'o) :

/TO F(z)dz =0. O

On a maintenant tous les ingrédients pour montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.28 (Théoréme de Cauchy dans un ouvert étoilé). Soient Q un ouvert étoilé de
C et f une fonction holomorphe sur Q. Alors f admet une primitive sur Q0 et pour tout lacet

v de Q on a
/f(z)dzzO.
¥

Démonstration. Soit zg € € tel que 2 est étoilé par rapport a zy. D’aprés le Lemme de
Goursat, l'intégrale de f le long de tout chemin triangulaire dans 2 est nulle. D’aprés la
Proposition 4.25, on en déduit que f admet une primitive sur 2. La deuxiéme assertion est
alors conséquence de la Proposition 4.23. O

4.4 Indice d’un chemin fermé

Soit zp € C. On considére sur C\ {zp} une fonction holomorphe f définie par

N
f2) =Y anlz—2)",
n=—N
avec N € Net a_y,...,ay € C. On s’intéresse a I'intégrale de f sur un lacet v (dont I'image

est incluse dans C \ {zp}. On a vu & 'Exemple 1.13 (que I'on peut adapter facilement au
cas zg # 0) que pour n # —1 le terme a,(z — 20)" admet une primitive sur C\ {zp}, donc
d’aprés la Proposition 4.23 ces termes sont d’intégrales nulles le long du lacet . Par linéarité

de l'intégrale on a alors
N
/f(Z)dZZ Z an/
ol n=—N Y

Meéme si cette discussion porte a priori sur un cas trés particulier de fonction holomorphe,
cela suggére que l'intégrale de (2 — z9) ! le long d’un lacet aura un role particulier & jouer.
D’ou la définition suivante :

dz
z—z0

(z —20)"dz=a_1 /

Y

Définition 4.29. Soient v un lacet et zp un complexe qui n’est pas dans I'image de . On
définit 'indice de zy par rapport a v par

Ind(, z0) = — / az
Yy

2im ), 2 — 2z
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Pour comprendre le choix de diviser I'intégrale de (z — z9) ~! par 2i7 dans cette définition,
on revient sur les Exemples 4.5 et 4.16, ot 'on avait calculé cette intégrale sur des cas
particuliers (avec zy = 0). On observe que pour ces quelques exemples l'intégrale est égale
a 2im fois le nombre de tours que fait le lacet autour de 0 (comptés positivement dans le
sens direct et négativement dans le sens indirect). Ainsi l'indice correspondrait au nombre
de tours que fait le lacet autour de zy. Cette hypothése est renforcée par le calcul suivant :

Ezemple 4.30. On considére un lacet v : [a,b] — C*. On suppose que pour tout t € [a,b] on
ay(t) = p(t)e?® ou p: [a,b] - R% et 0 : [a,b] — R sont de classe C1. Puisque v(b) = v(a)
on a nécessairement p(b) = p(a) et 8(b) — 6(a) = 2kx pour un certain k € Z. On a alors

L) 4 (00
|nd(”y,0) = % . p(t)eie(t) d

b /
= % (';((;)) +i0’(t)> dt
— % [In (p(t)) +i0(t)]"

= k.

t

En particulier, on retrouve bien les résultats calculés aux Exemples 4.5.

Revenons au cas zg = 0. Le lien entre 'intégrale de 1/z le long d’un chemin et la rotation de
ce chemin autour de 0 n’est évidemment pas un hasard. Si I'image d’un chemin est incluse dans
un domaine sur lequel il existe une détermination du logarithme (qui sera alors une primitive
de 1/z), alors d’apreés la Proposition 4.23 l'intégrale est la variation du logarithme entre les
points de départ et d’arrivée du chemin. La partie imaginaire donne donc les variations de
I’argument.

Si le chemin n’est pas inclus dans un ouvert sur lequel existe une détermination du loga-
rithme, on peut toujours le diviser et le voir comme la concaténation de plusieurs chemins
qui vérifient eux cette propriété. En sommant les différentes variations de I'argument, on re-
trouve alors la variation totale de 'argument sur ’ensemble du chemin. En prenant la partie
réelle de l'intégrale, on obtient de la méme fagon les variations (du logarithme népérien) du
module le long du chemin.

Pour un lacet, puisque les points de départ et d’arrivée coincident, les variations du mo-
dule s’annulent. Ce n’est pas le cas pour 'argument. La variation de 'argument le long d’un
lacet doit étre un multiple de 27, mais elle n’est pas forcément nulle. On remarque en par-
ticulier que I'argument d’un complexe est défini modulo 27, mais les variations continues de
Pargument le long d’un chemin sont bien déterminées (le multiple arbitraire de 27 disparait
quand on soustrait les valeurs a l'arrivée et au départ).

Toute cette discussion est formalisée dans ce qui suit :

Proposition 4.31. Soit v : [a,b] — C\ {z0} un chemin. Pour t € [a,b] on note v la
restriction de 7y a |a,t]. Soit £, € C tel que v(a) — zo = €‘=. Pourt € [a,b] on note

1 i /
e(t):ea+/ dz:£a+/ )
v 2 20 o 7(8) =20
Cela définit une fonction continue et C1 par morceauz telle que pour tout t € [a,b] on a
Y(t) — 20 = exp(£(t)). (4.15)

Si pour t € [a,b] on note O(t) = Im(£(t)) alors 6 est continue et C* par morceauz et pour tout
t€la,b] ona

Y(t) = 20 = |y(t) — 20| D). (4.16)

Démonstration. On note X lensemble (fini) des points de [a,b] ou v n’est pas dérivable.
Puisque ' est continue par morceaux (en lui ayant donné une valeur arbitraire sur X), la
fonction £ est bien continue et C! par morceaux sur [a, b]. En outre pour ¢ € [a,b] \ X on a

2 (00) ~ z0)e®) =0,
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Puisque cette fonction est par ailleurs continue, elle est constante, et donc égale & sa valeur
en a, c’est-a-dire 1. Cela prouve (4.15). En prenant le module dans cette égalité on obtient
que

[7(t) = 20| = exp(Re(£(1))),
ce qui donne (4.16). O

Remarque 4.32. On note que la fonction ¢ de la Proposition 4.31 fournit en quelque sorte
une détermination du logarithme le long du chemin . Mais cela ne donne pas forcément
une détermination du logarithme sur 'image de . En effet, il se peut que le chemin ~ passe
deux fois par le méme point mais que ¢ y prenne deux valeurs différentes. Par exemple, il n’y
a pas de détermination du logarithme sur un ouvert contenant le cercle unité. Par contre,
si on considére le chemin 7 : t € [0,27] — €', alors la fonction £ : ¢ — it vérifie bien que
~(t) = exp(£(t)) pour tout t € [0, 27].

La variation totale est bien égale & 27 fois le nombre de tours que fait v autour de zg,
et c’est bien ce nombre de tours que représente l'indice. Cette interprétation permettra de
connaitre immédiatement 'indice d’un lacet par rapport a un point dans tous les cas simples.
On donne maintenant les principales propriétés de cet indice :

Proposition 4.33. (i) Pour tout z € C\ Im(v) on a Ind(7, z) € Z.

(ii) La fonction z — Ind(7, z) est constante sur chaque composante connexe de C\ Im(7).
(iil) Pour tout z dans la composante connexe non bornée de C\ Im(y) on a Ind(y,z) = 0.
Démonstration. On reprend les notations de la Proposition 4.31 et de sa preuve. On a £(b) —
{(a) = 2irInd(7, 20). Mais ¢/(?) = ~(a) — 29 = v(b) — 2o = €*®), donc £(b) — £(a) est un
multiple de 2i7, et donc Ind(7y, 2¢) est entier.

Par continuité sous U'intégrale (pour une intégrale sur un segment de R), on obtient que
la fonction z — Ind(, z) est continue. Puisqu’elle est & valeurs dans un ensemble discret, elle

est constante sur chaque composante connexe de son domaine de définition.
Enfin, par passage a la limite sous 'intégrale on obtient que

Ind(7y, z) —— 0.
|z| =400

Cela implique que l'indice de 7 s’annule sur toute la composante connexe non bornée de
C\ Im(7). O

4.5 Formule de Cauchy dans un ouvert étoilé

Soit zg € C. On considére la somme f d’une série entiére centrée en zg, de rayon de

convergence R > 0 :
f(z) = Z anz".
neN

Soit v un lacet dont 'image est incluse dans D(zg, R). Comme 'image de + est un compact
de D(zp, R), la convergence de cette série y est uniforme. On peut donc calculer

@) dz = / Z an(z — 20)" tdz = Z an /(z — 20)" "V dz = 2im aplnd (7, 2),
g gl

zZ—Zz
v 0 neN neN

soit

1 f(z)
— | ———dz = f(z9)Ind(7, 29). 4.17
iz | 22 = = fGoy Iy, ) (.17)

Le but de ce paragraphe est de généraliser cette égalité a toute fonction holomorphe.
Pour cela, on pourrait imaginer montrer que toute fonction holomorphe est analytique. La
progression est en fait inverse. On va d’abord généraliser cette formule a toute fonction

holomorphe, puis en déduire qu'une fonction holomorphe est analytique.

Lemme 4.34 (Lemme de Goursat, version évoluée). Soient 2 un ouvert de C et f une
fonction continue sur Q et holomorphe sur Q\ {wo} pour un certain wy € Q. Alors pour tous
a, b, c tel que le triangle plein de sommets a, b et ¢ est inclus dans 2 on a

/ f=o.
7(a,b,c)
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Démonstration. On note T le triangle de sommets a, b et ¢. Si wy n’est pas dans T alors f
est holomorphe sur un voisinage ouvert de 7" et le résultat est conséquence du Lemme 4.27.
On suppose maintenant que wg est 'un des sommets du triangle, par exemple wy = a. Pour
n € N* on note

b—a c—a
et ¢, =a+ .
n

b, =a+

On a alors

/ f(Z)dZZ/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)dz.
7(a,b,c) T(a,bn,cn) 7(bn,b,cpn) 7(Cn,b,c)

On peut appliquer le Lemme 4.27 aux deux derniers termes qui sont donc nuls. D’autre part,
la fonction f est continue en a, donc il existe r > 0 et M > 0 tels que D(a,r) C Q et
|f(2)] £ M pour tout z € D(a,r). Pour n assez grand on a Im(7(a,b,,c,)) C D(a,r) donc
d’aprés la proposition 4.20 on a

/ f(z)dz / f(z)dz
‘r(a,b,c) T(a,b,“cn)

Cela prouve le lemme dans le cas ol wy est un sommet du triangle. Dans le cas général on

écrit que
[ otwa= [ p@a [ p@as [ fed
7(a,b,c) 7(a,b,wp) 7(b,c,wo) 7(c,a,wo)

et on applique le cas précédent a chacun des termes du membre de droite pour conclure. [

< MLlong(7(a, by, c,)) — 0.

n—-+4oo

On peut maintenant généraliser (4.17) :

Théoréme 4.35 (Formule de Cauchy dans un ouvert étoilé). Soient Q un ouvert étoilé de
C et f une fonction holomorphe sur Q. Soient v un lacet de Q2 et zo € Q\ Im(y). Alors on a

(GO

Ind =
f(z0) Ind(7, 20) 2ir |, 2 — 2

Démonstration. Pour z € ) on pose

f)=f(z0)
T
f'(20) sl z = 2.

Cela définit une fonction continue sur €2 et holomorphe sur Q\ {z}. D’apreés le Lemme 4.34,
la Proposition 4.25 et la Proposition 4.23, l'intégrale de h sur tout lacet de €2 est nulle. On

a alors ) £2) ) / ()
— dz = ——=dz = f(z0) Ind(7, 20). O
v

2T Jo 2 — 20 2o zZ—2p

Ce résultat est extrément fort. En effet, si v décrit le bord d’un ouvert Q, ce théoreme dit
que l'on connait la valeur de f dans tout {2 si on connait sa valeur au bord. Dans le cas o
Q est un disque centré en zy cela donne 1’égalité suivante :

Corollaire 4.36 (Formule de la moyenne). Soient 2 un ouvert de C et f une fonction
holomorphe sur Q. Soient zg € Q et r > 0 tel que D(zp,r) C Q. On a

1 27 "
= — ) db.
feo) = 5= [ Fore)
Démonstration. On applique la formule de Cauchy en zy en prenant comme lacet v le cercle
de centre zg, de rayon r, et orienté dans le sens trigonométrique. Cela donne
1 1 27 4 16 . 1 27
f(ZO) - f(Z) dz = — f(ZO re )Z-,reza do = —

2im )., z — 2 2im J, ret? 27 Jo

f(zo+re®)ds. O

Remarque 4.37. La formule de la moyenne n’explicite que la valeur de f au centre du disque
D(zg,7), mais le Théoréme de Cauchy donne bien la valeur de f en tout point du disque a
partir des valeurs qu’elle prend sur le bord C(zg,7) :

1 [ f(zo + ret?)

= — 5 re'? do.
2 Jo 2o+ re? —z

f(2)
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4.6 Principe du maximum

Dans ce paragraphe on déduit de la formule de la moyenne une autre propriété surprenante
des fonctions holomorphes (et c’est loin d’étre fini!).

Théoréme 4.38 (Principe du maximum). Soient @ un ouvert de C et f une fonction holo-
morphe sur . Soient zg € Q et r > 0 tels que D(zo,7) C Q. Alors on a

[f(z0)l < sup [f(2)],

z€C(zo,r)

avec égalité si et seulement si f est constante sur D(zo,7). En particulier, la fonction |f|
n‘admet pas de maximum local strict, et pas de minimum local strict non nul.

Démonstration. L’inégalité se déduit directement de la formule de la moyenne (Corollaire
4.36) et de I'inégalité triangulaire pour une intégrale. On suppose maintenant qu'’il y a égalité.

Montrons que f(zo + re'®) = f(zo) pour tout 6 € [0,27]. Si f(29) = 0 c’est clair. Sinon,
quitte a diviser f par f(zp), on peut supposer que f(zo) = 1, et donc que f(zo+7e?) € D(0,1)
pour tout @ € [0,27]. On a alors, toujours par la formule de la moyenne,

2

(1—Ref(zo—|—rei0)) df =1—Re <2171- ; f(zo—l—reie)dH) = f(z0) —1=0.

1 2

2T 0
Puisque f est continue et que 1 — Re f(zo + 7€) > 0 pour tout @ € [0, 27], cela implique que
Re f(z0 +re?®) = 1 et donc f(zo + re??) = 1 pour tout 0 € [0, 27].

Soit maintenant z € D(zp, 7). D’aprés la formule de Cauchy appliqué sur le disque ¢(zo, )
orienté dans le sens direct on a

16 =5 [ fc) dczf(ZO)/ L ac= fz0):

n ﬁ c(z0,r) C— z 2m (z0,7) C— z

D’ou f est constante sur D(zg,r).

On déduit que |f| ne peut pas avoir de maximum local strict. Par ailleurs, si f(zg) # 0
alors f ne s’annule pas au voisinage de zg et 1/f est holomorphe sur ce voisinage. D’aprés
ce qui précéde, 1/|f| n’admet pas de maximum local strict en zp, donc |f| n’admet pas de
minimum local strict en zg. O

En guise de corrolaire, on donne une autre version (version « globale ») du principe du
maximum :

Théoréme 4.39 (Principe du maximum). Soit 2 un ouvert borné de C. Soit f une fonction
continue sur § holomorphe sur 2. Alors on a

max | f(z)| = ma 2)|.

ma ()] = ma | /()

Démonstration. On commence par observer que ces deux maximums sont bien définis car f
est continue sur le compact €2 et donc sur le compact 9. Soit zg € €2 tel que

|/ (20)] = max [f(2)].
z€eQ
Si zg € 0N alors le résultat est vrai. On suppose que 2z € . En particulier |f| admet un
maximum local en zgp, donc d’aprés le Théoréme 4.38 la fonction f est constante. Dans ce cas
le résultat est également vrai. O

5 Analycité des fonctions holomorphes - Applications

5.1 Analycité des fonctions holomorphes

Jusqu’a présent on a étudié séparément les fonctions analytiques et les fonctions holo-
morphes. L’analyticité est a priori une propriété beaucoup plus forte que la dérivabilité, et en
particulier une fonction analytique est holomorphe. On a déja démontré un certain nombre
de propriétés qui montrent que dans le cas complexe la dérivabilité est déja une propriété trés
rigide. On montre maintenant que toutes les fonctions holomorphes sont en fait analytiques.
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Théoréme 5.1. Soient Q2 un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur Q. Alors f est
analytique sur . Plus précisément, pour zg € Q et R = dist(z9,C\ Q) (rayon du plus grand
disque ouvert centré en zqy et inclus dans ), la série entiére

(n)
> ! n(lZO) (z —20)"
neZ ’

a un rayon de convergence au moins égal & R et sa somme vaut f(z) sur D(z9, R). En outre
pour n € N et r €]0,R[ on a

£ (20) 1 2m
n! 2@ J,

f(zo 4+ re®)e 0 dp.

Démonstration. Soit r €]0, R[. Le disque fermé D(zp,r) est inclus dans € et pour tout z €
D(zp,r) on a, par la formule de Cauchy (voir Remarque 4.37),

L e
=50 || oram e
1 [ f(zo +rei?)

= — do
27T 0 1 — Zr;izeo
1 2m . .
=5 | f(zo + 7€) Z(z — 20)"r e 0 ) 4.
neN
La série >, (2 — 20)"r e~ converge uniformément sur [0,27] et la fonction 6

f(z0 + re'?) est continue et donc bornée sur ce segment. On peut donc échanger l'intégrale
et la somme, ce qui donne

72) =Y an(r)(z = 20)",

neN

ol pour n € N on a noté

1 2

an (1) f(zo 4 re'®)e i dg.

- 2mrm
L’unicité du développement en série entiére et la Proposition 2.31 assurent que a,(r) ne
dépend pas de r et vaut f(")(zy)/(n!), ce qui conclut la démonstration. O

Dérivabilité et analycité sont donc deux notions équivalentes pour les fonc-
tions d’une variable complexe.

Une fonction dérivable hérite donc de toutes les proprétés de régularité des fonctions ana-
lytiques. D’apreés la proposition 2.31, elles sont donc en particulier indéfiniment dérivables :

Corollaire 5.2. Une fonction dérivable au sens complexe est de classe C*°.

La différence avec le cas réel, ou ’ensemble des fonctions dérivables est beaucoup, beau-
coup plus grand que I'ensemble des fonctions analytiques (voir Paragraphe 2.5), est évidem-
ment spectaculaire.

Dans la suite il n’y aura plus lieu de distinguer les fonctions holomorphes et les fonc-
tions analytiques. On parlera plutot de fonctions holomorphes, mais les deux termes sont
interchangeables.

Il reste beaucoup de propriétés surprenantes & montrer pour cette classe de fonctions.

5.2 Zéros des fonctions holomorphes

Puisqu’une fonction holomorphe est analytique, elle vérifie toutes les propriétés déja dé-
montrées pour les fonctions analytiques, et en particulier le principe des zéros isolés vu au
Paragraphe 2.4. Ainsi, les théorémes 2.36 et 2.40 peuvent étre énoncés en remplagant I'hy-
pothése d’analycité par 'hypothése équivalente d’holomorphie :
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Théoréme 5.3 (Principe des zéros isolés). Soient Q un ouvert connexe de C et f une fonction
holomorphe non identiquement nulle sur Q). Alors ’ensemble des points ot f s’annule est
discret (tout zéro de f est isolé).

Théoréme 5.4 (Principe du prolongement holomorphe). Soient 2 un ouvert connezxe de C
et f une fonction holomorphe sur ). Soit 0 un ouvert contenant Q. Alors f admet au plus
un prolongement holomorphe sur €.

On a défini l'ordre de multiplicité d’un zéro d’une fonction analytique, et donc d’une
fonction holomorphe. Cette définition peut se ré-écrire de la fagon suivante.

Proposition 5.5. Soient Q0 un ouvert de C, f une fonction holomorphe sur Q et zo € 2.
Alors f admet en zg un zéro d’ordre m € N* si et seulement s’il existe une fonction f
holomorphe sur ) et ne s’annulant pas en zy telle que pour tout z € Q on a

F(2) = (2 = 20)" f (2).

Démonstration. On considére R > 0 tel que D(z9, R) C €. On suppose qu’il existe une
fonction f comme dans I’énoncé. Comme f est analytique, il existe une suite (a,), oy telle
que pour tout z € D(zp, R) on a

f(z) = Z an(z — 2z9)".

neN

En outre ag = f(z0) # 0. On a alors

f(Z) — Z an(z _ Zo)m—&-n-

neN

On en déduit que zy est un zéro d’ordre m de f.
Inversement, on suppose que zg est un zéro d’ordre m de f. Pour z € Q\ {29} on pose

A (C))
fl(z) - (Z*ZO)m.

Cela définit bien une fonction holomorphe sur Q \ {zp}. D’autre part il existe une suite
(bn)n>m telle que pour z € D(zp, R) on a

flz) = Z bn(z — 20)".

nzm

On note alors

fo(z) = Z bptm(z — 20)".

neN

Cela définit une fonction holomorphe f; sur D(zp, R) telle que

N (6
fO( )* (Z—Zo)m’

pour tout z € D*(zg, R). Les fonctions fo et fl coincident donc sur l'intersection des ouverts
sur lesquels elles sont définies. On considére alors sur € la fonction f telle que

Fo fo(z) si z € D(zg, R),
fi(z) sizeQ\{z}.

Cela définit bien une fonction holomorphe sur 2 telle que f(z) = (2 — 20)™ f(z) pour tout
z €. O
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5.3 Estimées de Cauchy - Théoréme de Liouville

On poursuit dans ce paragraphe la description des propriétés étonnantes des fonctions
holomorphes.

Théoréme 5.6. Soient 2 un ouvert de C, f une fonction holomorphe sur Q, zo € Q etr >0
tel que D(zp,r) C Q. Alors on a

D

neN

1 2m

—— |f(zo+rew)‘2 dt.
2 0

S (20) ’

,r2n
n!

En particulier, pour tout n € N on a

n!
|70 )| < = sup 1.
T C(zo0,r)

Démonstration. Pour 0 € [0,27] on a
6 f(n)(ZO) n ,inf
flzo + 7€) = ZTT e’
neN ’

L’égalité annoncée résulte donc de I'inégalité de Parseval. L’estimée de f() (z0) suit facile-
ment. O

Théoréme 5.7 (Théoréme de Liouville). Une fonction entiére bornée est constante.

Démonstration. Soit f une fonction holomorphe sur C. On suppose qu’il existe M > 0 tel
que | f(2)| < M pour tout z € C. Soit n € N*. D’aprés le théoréme 5.6 on a pour tout r» > 0 :

o))< M

/r-’ﬂ

En faisant tendre r vers 0o on obtient que f(™(0) = 0. Ainsi f est égale sur C a la somme
d’une série entiére dont seul le terme constant est éventuellement non nul, ce qui signifie que
f est constante. O

Corollaire 5.8 (Théoréme de d’Alembert-Gauss). Tout polyndme non constant de C[X]
admet une racine.

Démonstration. Soit P(X) = Zg:o a, X" € C[X] un polyndome non constant, avec N € N*,
ag,...,an_1 € Cet ay € C*. On a

an— a
N1y, %0

P(z)] = N
|P(2)] = lan||2|™ |1+ an an N | oot

—+o00.

On suppose par 'absurde que P ne s’annule pas. Alors 1/P est une fonction holomorphe
sur C qui tend vers 0 & l'infini. Elle est donc bornée et donc constante d’aprés le Théoréme
5.7. Cela implique que P est constant. D’ou la contradiction. O

Ezxercice 9. Soit f une fonction entiére. On suppose qu’il existe M > 0 et k € N tels que
pour tout z € C on a
[f(2)] < M1+ |2])".

Montrer que f est une fonction polynomiale de degré au plus k.

5.4 Etude locale d’une fonction holomorphe

Dans ce paragraphe on étudie le comportement d’une fonction holomorphe au voisinage
d’un point. On a déja vu a la proposition 1.17 que si f'(z9) # 0 alors f réalise au voisinage
de zy une bijection de réciproque holomorphe.

A ce stade on avait supposé que la fonction était de classe C' mais, d’aprés le Corollaire
5.2, la dérivée d’une fonction holomorphe est automatiquement continue. Ainsi on peut ré-
écrire la Proposition 1.17 de la fagon suivante :
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Proposition 5.9 (Inversion locale holomorphe). Soient Q un ouvert de C et f une applica-
tion holomorphe sur Q). Soit zg € . On suppose que f'(zg) # 0. Alors il existe un voisinage U
de zg dans Q tel que f(U) est ouvert, f réalise une bijection de U dans f(U) et sa réciproque
est holomorphe sur f(U).

On s’intéresse maintenant au cas ou f’ s’annule en 0. D’aprés la Proposition 2.31, si toutes
les dérivées de f sont nulles en z(, alors f est constante sur un voisinage de zy. Le cas qu’il
reste & comprendre est celui ot un nombre non nul mais fini de dérivées de f s’annulent en zj.
C’est typiquement le cas de la fonction 7, : z — 2™ (pour m > 2) en 0. Dans ce cas on sait
que pour 7 > 0 la fonction 7, envoie D(0,r) dans D(0,7™) et que tout w € D*(0,r™) admet
exactement m antécédents dans D*(0,7). On montre que le cas général est une perturbation
de ce cas modéle :

Proposition 5.10. Soient Q un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur €. Soit
z0 € Q. On suppose que f — f(z0) admet un zéro d’ordre m > 2 en zy. Alors il existe un
voisinage U de zg inclus dans Q) et une fonction ¢ holomorphe sur U tels que ¢ réalise une
bijection de U dans un disque D(0,7) (pour un certain r > 0) et

VzeU, f(z)=f(z0)+p(z)". (5.18)
En particulier, tout w dans D(f(z0),7™) admet exactement m antécédents par f dans U.

Démonstration. 11 existe R > 0 et une fonction g holomorphe et ne s’annulant pas sur
D(zo, R) telle que pour tout z € D(zg, R) on a

f(2) = f(20) = (2 — 20)"g(2).

Quitte a réduire r on peut supposer que 'image de g est incluse dans un disque lui-méme
inclus dans C*. D’aprés le Théoréeme 4.28 et la Proposition 3.15, il existe donc une fonction
g holomorphe sur D(zg, r) telle que pour tout z € D(zp,7) on a

g9(2) = exp (§(2)).

Pour z € D(zg,r) on pose alors

o) = (= — 20) exp (f’fn’) .

Cela définit bien une fonction ¢ holomorphe vérifiant (5.18) sur D(zg, R). En outre on a
¢©'(20) # 0. Quitte a réduire encore R, on obtient par la Proposition 5.9 que ¢ réalise une
bijection de D(zp, R) sur son image. Comme cette image est un voisinage de ¢(z9) = 0, il
existe r > 0 tel que D(0,7) C ¢(D(zg, R)). On note alors U 'image réciproque de D(0, ) par
@. Tout w € D(0,r™) admet alors exactement m antécédents par m,, dans D(0,r) et donc
m antécédents par m, o ¢ dans U. Ainsi, tout w € D(f(zp),r™) admet bien exactement m
antécédents par f dans U. O

Au Paragraphe 1.4 on a déduit du Théoréme de I'inversion locale que si la dérivée de f ne
s’annule pas alors f est une application ouverte. Mais on vient de voir a la proposition 5.10
que si f — f(z0) est un zéro d’ordre plus élevé alors I'image d’un voisinage de zp est encore
un voisinage de f(zp). On a donc finalement le résultat suivant :

Proposition 5.11 (Théoréme de l'application ouverte). Soient @ un ouvert connexe de C
et f une application holomorphe non constante sur 2. Alors f est une application ouverte.

5.5 Suites de fonctions holomorphes - Fonctions définies par une
intégrale

On considére maintenant les fonctions définies comme limites, séries ou intégrale de fonc-
tions holomorphes. On rappelle que les propriétés de régularité sont en général trés mal
conservées par limites et intégration (dans le cas réel, il faut en général passer par les dif-
férents avatars du théoréme de convergence dominée pour obtenir des informations sur les
fonctions définies de cette fagcon). On va voir qu’a nouveau les choses sont beaucoup plus
simples dans le cas complexe.

On commence par montrer une réciproque au Lemme de Goursat (Lemme 4.27) :
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Proposition 5.12 (Condition de Morera). Soient Q un ouvert de C et f une fonction
continue sur 2. On suppose que pour tous a, b, c € Q tels que le triangle plein de sommets a,

b et ¢ est inclus dans € on a
/ f(z)dz=0.
7(a,b,c)

Alors f est holomorphe sur Q.

Démonstration. Soit z € Q. Il existe r > 0 tel que D(z,7) C Q. Puisque D(z,r) est convexe,
on obtient par la proposition 4.25 que f admet une primitive F' sur D(z,r). Comme F est
analytique sur D(z,r), f = F' l'est également, et en particulier f est C-dérivable en z. Ceci
étant valable pour tout z € C, on obtient que f est holomorphe sur €. O

Remarque 5.13. Attention, on n’a jamais affirmé que f admet une primitive sur Q2. Mais
comme ’holomorphie est une propriété locale, cela a suffit de construire une primitive de f
au voisinage de chaque point de €.

Théoréme 5.14. Soit Q un ouvert de C et (f,)nen une suite de fonctions holomorphes sur
Q. On suppose que f,, converge vers une fonction f uniformément sur tous les compacts de
Q. Alors f est holomorphe et pour tout k € N la dérivée fr(tk) converge vers ) uniformément
sur tous les compacts.

Démonstration. e Soit zy € €. Soit r > 0 tel que D(z,7) C . Comme la fonction f est
limite uniforrrie sur le compact D(zg,r) des fonctions continues f,,, n € N, elle est elle-méme
continue sur D(zg,r). Soient maintenant a,b,c € D(zp,r). Pour tout n € N on a d’aprés le

Lemme de Goursat
/ fn(z)dz = 0.
7(a,b,c)

Par passage a la limite sous l'intégrale (pour une intégrale sur un segment de R) on obtient

/ f(z)dz=0.
7(a,b,c)

D’aprés le critére de Morera (Proposition 5.12), on obtient que f est holomorphe sur D(zg, 7).
Ceci étant valable pour tout zy € €2, on en déduit que f est holomorphe sur €.

e Soit m € N. Soit K un compact de Q. Pour tout ¢ € K il existe 7 > 0 tel que D((,2r¢) C
Q. Puisque U<€ x D(C,r¢) est un recouvrement ouvert du compact K, il existe k € N* et

(1,..-,Ck € K tels que
k

K |J D),

J=1

oil on a noté ry = r¢, . On note
k
K = J D(C, 2ry).
j=1

C’est un compact de 2. On note également r = min; ;< ;. Soit maintenant z € K. Il existe
j € [1,k] tel que z € D(¢;,7;). On a alors C(z,7) C D({j,2r) C K, donc par les estimées de
Cauchy on a

m'

m! |
(F™ = ) (2)| < — sup |fu — f| < ——sup|fn — f].
r C(z,r) r K

Cette derniére inégalité ne dépend plus de z € K, cela prouve donc que fT(Lm) converge
uniformément vers f(™ sur K. O

Corollaire 5.15. Soit Q un ouvert de C et (f,)nen une suite de fonctions holomorphes sur
Q. On suppose que la série ), . fn converge uniformément sur tous les compacts de ).

Alors sa somme f est holomorphe et pour tout k € N la série ), f,sk) converge vers f*)
uniformément sur tous les compacts.
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On s’intéresse maintenant aux fonctions définies par une intégrale & parameétre complexe.
On commence avec le cas d’une intégrale sur un segment de R.

Théoréme 5.16. Soient a,b € R avec a < b et Q un ouwvert de C. Soit f une fonction
continue de [a,b] x Q dans C telle que la fonction z — f(t,z) est holomorphe sur  pour tout
t € [a,b]. Alors la fonction F définie sur Q@ par

b
F(z) :/ f(t,z)dt
a
est holomorphe sur Q et pour tout z € Q) on a

_ ("o

F'(z) = g(t,z) dt.

Démonstration. Soient 2o € Q et R > 0 tel que D(zp, R) C Q. La fonction f est continue
et donc bornée sur [a,b] x D(zg, R). D’aprés le théoréme de continuité sous I'intégrale on
obtient que F est continue sur D(zg, R). Soient maintenant «, 3,7 € D(zp, R). On note
7= 7(v, B,7). Quitte & reparamétrer, on peut considérer que 7 est un chemin de [0, 1] dans
D(zp, R). On attribue une valeur arbitraire a la dérivée 7/ aux deux points ou elle n’est pas

définie. On a alors ) ,
/TF(z)dz:/O (/ f(t,T(s))dt> 7(s) ds.

Puisque la fonction (¢,s) — f(t,7(s))7'(s) est bornée sur [a,b] x [0,1] on obtient par le
théoréme de Fubini

/TF(Z) dz:/ab (/Olf(t,f(s))f'(s) ds> it = /ab (/ F(t,2) dz> dt.

Comme la fonction z — f(t, z) est holomorphe on a

/Tf(t,z)dz =0

pour tout t € [a,b], et donc

/T F(z)dz =0,

D’aprés le critére de Morera on obtient que F est holomorphe sur D(zp, R). On calcule
maintenant F’(zp). D’aprés le Théoréme 5.1 et & nouveau le Théoréme de Fubini on a

1 2 . .
F'(20) = 5= [ Flz0+ Re”)e " db
(20) 7R J, (z0 + Re")e
1 27

b
5 ), /Qf(t,zoJrRe”)e*”dtd()

b 27
— 1 i0y ,—i0
_/a 27rR/0 ft, 20 + Re™)e™ " do dt

b
9
_ / 8—£(t7z0)dt.

Tous ces résultats étant valables pour tout zg € €2, on obtient bien tous les résultats annoncés.
O

Puisqu’une intégrale sur un chemin de C n’est rien d’autre qu'une intégrale sur un segment
de R, on déduit du Théoréme 5.16 le résultat suivant.

Corollaire 5.17. Soient v : [a,b] — C un chemin, V un voisinage de Im(vy) dans C, et Q
un ouwvert de C. Soit f une fonction continue de V x Q dans C, holomorphe par rapport a la
seconde variable. Pour z € Q) on pose

F(z)—[/f(a,z) do.
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Alors F est holomorphe sur Q de dérivée

Démonstration. Si vy est un chemin C* il suffit d’écrire

- / v, 207/ (1) d,

et d’appliquer le Théoréme 5.16 & la fonction (¢, z) — f(y(t), 2)7/(t). Dans le cas général on
écrit (4.7) et on applique le Théoréme 5.16 a chaque terme. O

On peut généraliser le Théoréme 5.16 au cas d’une fonction définie par une intégrale sur
un espace mesuré général.

Théoréme 5.18. Soient (X, p) un espace mesuré o-fini et Q@ un ouvert de C. On considére
une application f: X x Q — C telle que

(i) pour tout z € Q Uapplication x — f(x,z) est mesurable sur X,
(ii) pour presque tout x € X Uapplication z — f(x, z) est holomorphe sur (2,

(iii) 4l existe g : X — [0,400] intégrable telle que pour tout z € Q on a, pour presque tout
zeX,

[f (2, 2) < g(2). (5.19)

Alors pour tout z € Q on peut poser

- /X f(@,2) d(a)

cela définit une fonction F' holomorphe sur ), et sa dérivée est donnée par
of
F'(z)= d
()= [ G aua).

On note que ’hypothése de domination (5.19) porte sur la fonction f elle-méme, et pas sur
sa dérivée comme pour le théoréme de dérivation sous 'intégrale pour une intégrale dépendant
d’un paramétre réel. La preuve du Théoréme 5.18 est la méme que celle du Théoréme 5.16.

Démonstration. Soit z € . L’application x +— f(z, z) est mesurable par hypothése, et d’aprés
(5.19) on obtient qu’elle est intégrable sur X. Cela assure que la définition de F' a bien un
sens. On procéde ensuite comme pour le Théoréme 5.16. On considére zg € 2, R > 0 tel que
D(zp,R) C Q, puis «, 8,7 € D(z0,R) et 7 = 7(a, f,7) (vu comme un chemin de [0,1] dans
D(zp, R)). On a

//|fm ) I7(3)] du(a // )| du(a) ds

< Long(r) / 9] du < 4o,
X

donc d’aprés le théoréme de Fubini on peut écrire

[Feiz= [ [ 5wz duta) iz
/ /fxr /(s) dya() ds
//fxT ((s) ds dp(x)

:/X/Tf(x,z)dzdu(x).
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Pour presque tout z € X la fonction z — f(x,z) est holomorphe donc, par le Lemme de
Goursat (Lemma 4.27),

/Tf(:c,z) dz = 0.

Aprés intégration, cela donne

/T F(2)dz = 0.

D’apreés le critére de Morera, on obtient que F' est holomorphe sur D(zg, R). En outre, d’aprés
le Théoréme 5.1 et de nouveau le théoréme de Fubini, on calcule avec r €]0, R]

1 27

F'(z) F(zo +re)e % dp

2nr Jo

1

27
0y, —i0
Sar ), /X f(z,zo +re*®)e™ du(zx) do

2m
:/XTTIH"/O f(z, 2o +re®)e™" db du(z)
0
= [ G z0) duta).

Pour la derniére égalité on a utilisé le fait que z — f(x, z) est holomorphe pour presque tout
x € X. Tous ces résultats étant valables pour tout zy € 2, on a bien montré les résultats
annonces. O

Ezercice 10. Soit f € C§°(R,C). Pour z € C on note

o) = [ sar

1. Montrer que ¢(z) est bien définie pour tout z € C.

2. Montrer que cela définit une fonction ¢ entiere.

3. On suppose que la transformée de Fourier f de f est aussi dans C§°(R, C). Montrer que f
est nulle.

6 Singularités isolées - Théoréme des Résidus

On s’intéresse dans cette section aux fonctions holomorphes définies au voisinage épointé
d’un certain zy € C. Cela signifie qu’on considére une fonction f holomorphe sur un ouvert
Q de C qui contient D*(zg,7) pour un certain r > 0, mais pas forcément z.

Par exemple, les fonctions suivantes sont bien définies et holomorphes sur C*, voisinage
épointé de 0 :

sin(z) 1 1
, i zHrez.

z
On dira que 0 est une singularité isolée pour ces fonctions.

6.1 Singularités artificielles

Pour tout z € C* on a

sin(z) 1 , 22t , 2
z 2 2 () 2n+1) 2, (1) (2n+ 1)

neN* neN*

On observe que le membre de droite se prolonge en une fonction holomorphe sur tout C. Il
en est donc de méme pour la fonction z — % Dans ce genre de situation, on prolonge la

fonction et on oublie qu’il y avait un probléme, qui n’en était donc pas un.

Définition 6.1. Soient zg € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(zp, R). On dit
que zq est une singularité artificielle de f (ou que f admet une singularité artificielle en zg)
si f se prolonge en une fonction holomorphe sur D(zp, R).
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D’aprés le Lemme 4.34 et la Proposition 4.25, si la fonction f holomorphe sur D*(zp, R)
se prolonge en une fonction continue sur D(zp, R) alors ce prolongement continu est automa-
tiquement holomorphe. On a en fait un meilleur résultat :

Proposition 6.2. Soient zo € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(z, R). Si f
est bornée sur D*(zo, R) alors la singularité en zo est artificielle.

Démonstration. Pour z € D(z, R) on pose

hz) = {(z —20)2f(2) stz # 20,

0 si z = zg.

La fonction h est holomophe sur D*(zy, R) comme produit de fonctions holomorphes. En outre
on vérifie directement que h est dérivable de dérivée nulle en zy. Elle est donc holomorphe,
et par suite développable en série entiére sur le disque D(zp, R) (d’aprés le Theoréme 5.1).
Comme h(zp) = h/(29) = 0 il existe une suite (a,)n,>2 telle que pour tout z € D(zg, R) on a

+o0o
h(z) = Z an(z — 29)".

n=2

On en déduit que pour tout z € D*(z, R) on a

+o00
flz) = Z an(z — 29)" 2.
n=2

La fonction f se prolonge donc en une fonction holomorphe sur D(z, R). O

Ce résultat est & nouveau a comparer avec le prolongement de fonctions d’une variable
réelle. Il n’est pas difficile de donner des exemples de fonctions réguliéres bornées sur |0, 1] et
qui ne se prolonge pas par continuité aux bords de U'intervalle, ou qui se prolonge continue-
ment mais avec un prolongement continu qui n’est pas dérivable au bord.

Dans ce paragraphe on a mis de coté les singularités qui n’en sont pas vraiment. Mais
ce n’est pas si simple en général. Ainsi, par exemple, les fonctions z +— % et z — exp (%)
données en introduction ne se prolongent pas par continuité en 0.

6.2 Poles, fonctions méromorphes, Théoréme des Résidus

Parmi les « vraies » singularités, on distingue celles qui se comportent au voisinage
(épointé) de zp comme une puissance négative de (z — zp).

Définition 6.3. Soient zp € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(zg, R). On
suppose que zg n’est pas une singularité artificielle de f.
e On dit que zg est un poéle de f sl existe m € N* tel que la fonction z — (z — z0)™ f(2)
admet une singularité artificielle en zg.
e Le plus petit entier m qui convient est alors appelé ordre de multiplicité du pole zg.

Exemple 6.4. La fonction z — Z% admet un pole d’ordre 4 en 0.

On peut ré-écrire la définition de la facon suivante :

Proposition 6.5. Soient zy € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(z9, R). Alors
zg est un pole d’ordre m € N* si et seulement s’il existe une fonction holomorphe h sur
D(zo, R) telle que h(zg) # 0 et

h(z)

Vz e D*(20, R), f(z)= Gz

(6.20)
Démonstration. On suppose que f admet un pdle d’ordre m en zy et on note h le prolonge-
ment holomorphe de la fonction z — (z—2z0)™ f(2) sur D(zo, R). En particulier, h est bien ho-
lomorphe sur D(zo, R) et (6.20) est vérifiée. On suppose par I'absurde que h(zg) = 0. D’aprés

la proposition 5.5 il existe une fonction h holomorphe sur D(zg, R) telle que h(z) = (z—2¢)h(z)
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pour tout z € D(z, R). Dans ce cas la fonction z — (z — )" ! f(z) coincide avec h sur
D*(zp, R) et admet donc une singularité artificielle en zg, ce qui contredit la définition de m.
Cela prouve que h(zg) # 0.

Inversement, s’il existe une telle fonction A alors zg est un poéle d’ordre au moins m de f.
Supposons par I'absurde que la fonction z — (z—29)™ ! f(2) admet une singularité artificielle
en zg. Cela implique que la fonction z — (z — z9) "'h(z) admet une singularité artificielle en
20, ce qui est absurde car h(zp) # 0. D’ol zg n’est pas un pole d’ordre inférieur & m. D’ou le
résultat. O

L’écriture donnée par la Proposition 6.5 donne un critére caractérisant les pdles parmi les
différents types de singularités.

Proposition 6.6. Soient zo € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(zo, R). Alors
zo est un pole de f si et seulement si

|f(z)| —— 4.
zZ—20
Démonstration. e On suppose que f admet un pole en zg et on note m € N* son ordre de
multiplicité. Soit h comme donnée par la Proposition 6.5. Comme h(zp) # 0 on a

JIB EeLic LE———

|z — 20| 2—20

Inversement, on suppose que |f| tend vers +00 en zg. En particulier, il existe r €]0, R] tel
que |f(z)| = 1 pour tout z € D*(0,r). La fonction g = 1/f est donc holomorphe et bornée
sur D*(0,7). D’aprés la Proposition 6.2, zy est donc une singularité artificielle pour g. En
outre, g se prolonge par 0 en zy. Comme g n’est pas identiquement nulle, elle admet en zy un
zéro d’ordre m pour un certain m € N*. D’aprés la Proposition 5.5 il existe une fonction g
holomorphe sur D(zg,r) telle que g(zo) # 0 et g(z) = (2 — 29)™g(z) pour tout z € D*(zp, 7).
Comme g ne s’annule pas sur D*(zg,r), c’est également le cas pour g, et on obtient, pour
tout z € D*(zo,7),

1
(z—20)"f(2) = =
9(2)
Cela prouve que (z — 29)™ f(z) admet une singularité artificielle en z. O
Exemple 6.7. 0 n’est pas un pole pour la fonction z — e car |e%| = 1 pour tout t € R* et

en particulier ne tend pas vers +o0o quand t tend vers 0. On étudiera ce type de singularité
au Paragraphe 6.4.

On sait qu’une fonction holomorphe sur un disque s’écrit comme la somme d’une série
entiére sur ce disque. En utilisant la Proposition 6.5, cela se généralise au cas d’une fonction
holomorphe sur un disque privé de son centre (ou elle admet un pole) si on autorise un
nombre fini de puissances négatives :

Proposition 6.8. Soient zop € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(zp, R) ad-
mettant en zo un pole d’ordre m € N*. Alors il existe une suite (an)n>_m telle que pour tout
z € D*(z0,R) on a

+oo m
f(z)= Z an(z — 29)" = Z a_p(z — ZO)*]’C + h(z),
n=-—m k=1

ot h iz Y cnan(z — 20)" est une fonction holomorphe sur D(zo, R).

Définition 6.9. Soit 2 un ouvert de C. Une fonction f est dite méromorphe sur € s’il existe
une partie discréte P de € telle que f est définie et holomorphe sur Q \ P et admet un pole
en chaque point de P.

Ezemples 6.10. e La fonction z — % est méromorphe sur C.
e Plus généralement, pour tous P € C[X] et Q € C[X]\ {0} la fonction rationnelle
F = P/Q est méromorphe sur C. En outre, si P et () sont premiers entre eux les poles
de F sont les zéros de @ (avec mémes ordres de multiplicité).
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Proposition 6.11. Soient Q2 un ouvert de C et f et g deux fonctions holomorphes sur €.
On suppose que g n'est identiquement nulle sur aucune composante connexe de Q. Alors f/g
est une fonction méromorphe sur Q dont l’ensemble des poles est inclus dans I’ensemble des
zéros de g. Plus précisément, si zg est un zéro de g, on note mg € N* et my € N les ordres
de multiplicité de zy comme zéro de g et de f, respectivement (avec my = 0 si zg n’est pas
un zéro de f).

(i) St my > my alors zy est une une singularité artificielle de f/g et le prolongement de
f/g admet en zg un zéro d’ordre my —my.

(i) St my < my alors zy est un pole de f/g d’ordre mg —my.
Démonstration. On note Z I’ensemble des zéros de g. Par le principe des zéros isolés, Z est
une partie discréte de 2. En outre, la fonction f/g est bien définie et holomorphe sur 2\ Z.

Soit maintenant zg € Z. Il existe des fonctions f et g holomorphes sur 2 et non nulles en z(
telles que pour z € Q2 on a

f(2)=(z=20)" f(2) et g(2)=(z—2)""§(2).

Par continuité il existe r > 0 tel que D(zp,r) C Q et g ne s’annule pas sur D(zo,r). Pour
z € D(zp,r) on a alors

ol f/§ est une fonction holomorphe sur D(zg,r) ne s’annulant pas en zy. On conclut alors
avec les Propositions 5.5 et 6.5. O

Proposition 6.12. Soit Q un ouvert de C. L’ensemble des fonctions méromorphes sur )
est stable par additions, multiplications et dérivations. Si ) est connexe, le quotient d’une
fonction méromorphe et d’une fonction méromorphe non nulle est encore méromorphe.

Démonstration. Soient f et g deux fonctions méromorphes sur €. Il existe des parties discrétes
Pr et P, de Q telles que f et g sont holomorphes sur Q \ Py et Q\ P,, respectivement.
On note alors P = Py U P,. P est alors une partie discréte de Q et f + g, fg et f’ sont
holormorphes sur € \ P. Soit maintenant zy € P. Il existe ms, my € N tels que les fonctions
frzm (z—20)"™ f(2) et §: (2 — 20)™ g(z) se prolongent en des fonctions holomorphes sur
un voisinage de zo. En écrivant f + g, fg et f’ en fonctions de f et §, on observe que z est
un pole pour ces fonctions. On en déduit que ces fonctions sont méromorphes sur ).

On suppose maintenant que g n’est identiquement nulle sur aucune composante connexe
de Q. On note Z l’ensemble des zéros de g et P 1’ensemble de ses poles. Par le principe des
zéros isolés, Z est une partie discréte de 2. La fonction 1/g est holormophe sur Q\ (ZUP).
Si zg € Z est un zéro d’ordre m € N* de g, alors d’aprés les Propositions 5.5 et 6.5 c’est un
pole d’ordre m pour 1/g. Si zp est un pole de g alors 1/g admet une singularité artificielle
en 2o (plus précisément, si zg est un pole d’ordre m € N* de g, alors le prolongement de 1/g
admet en zp un zéro d’ordre m). Cela prouve que 1/g est une fonction méromorphe sur
dont ’ensemble des poles est Z. O

On s’intéresse maintenant au calcul d’intégrales de fonctions méromorphes sur des lacets.
On reprend les notations de la Proposition 6.8. Comme D*(zg, R) n’est pas étoilé, la fonction
f n’admet a priori pas de primitive. On sait également que le seul terme qui pose probléme
est le terme d’ordre -1. Par exemple, pour tout r €]0, R[ I'intégrale de f le long du cercle
C(z0,r) (orienté dans le sens trigonométrique) est

k
dz
f:g a_»/ —,—i-/ h=2ira_;.
/C(zo,r) J=1 ! C(z0,R) 27 C(z0,r)

Le role clé qui sera joué par ce coeflicient a_; dans les calculs d’intégrales justifie qu’on
lui donne un nom spécial :

Définition 6.13. Avec les notations de la Proposition 6.8, on appelle résidu de f en zy et
on note Res(f, z9) le coefficient a_;.
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Théoréme 6.14 (Théoréme des résidus, cas méromorphe). Soit Q un ouvert étoilé de C.
Soit f une fonction méromorphe sur . On note P l’ensemble des pdles de f. Soit v un lacet

de Q\ P. Alors on a
1
m/mz) dz=_ Res(f,)Ind(7, ()

CeEP

(la somme ne contient qu’un nombre fini de termes non nuls).

Démonstration. On note K le complémentaire de la composante connexe non-bornée de
C \ Im(y). C’est un compact inclus dans € et contenant tous les poles de f dont Iindice
par rapport & - est non nul. Puisque ’ensemble des poles de f est discret, il n’y en a qu'un
nombre fini dans K. On les note z1, ..., 2, (avec p € N). Pour tout j € [1, p] il existe m; € N*
et aj —1,...,a;5 —m; € C tels que

- z]: aj—1(z —z;)7F (6.21)
k=1

admet une singularité artificielle en z;. Pour tout z € Qg \ Pr on note

mj

P
9(= Z aj—k(z — zj) )"

j=1k=1

La fonction g ainsi définie se prolonge alors en une fonction holomorphe sur €2, de sorte que
d’aprés le Théoréme de Cauchy

g(z)dz = 0.
.
On a alors
p Ky d
4 .
/f :Z Z / FEaTEEL S Res(£,C)Ind(7,€). (6.22)
j=1m=1 J CEPNK
Puisque les autres poles de f ont un indice nul, cela donne bien le résultat annoncé. O

Le Théoréme des Résidus a de trés nombreuses applications, et permet en particulier de
calculer explicitement des intégrales (on donnera des exemples au paragraphe suivant). Ra-
mener le calcul d’une intégrale & des calculs de résidus est une simplification trés importante.
A condition de savoir calculer ces résidus.

Proposition 6.15. Soient Q un ouvert de C, f et g deux fonctions méromorphes sur 2, et
zg € Q.

(i) Si f admet un pole simple en zy alors

Res(f, z0) = lim (z — 29) f(2).

Z—r20
(ii) Plus généralement, si f admet un pole d’ordre m € N* en zy alors

1 dmfl

Res(f, z0) = (m—1)ldem 1

((z = 20)" f(2))

zZ=Zz0

(iii) Si f est bien définie en zy et g admet un zéro simple en zo alors

e (5) = g

Démonstration. Si f admet un pole simple en zg il existe une fonction h holomorphe au
voisinage de zg et telle que pour z dans son voisinage on a

Res(f, z0)
(z — 20)

f(z) = + h(z).
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On en déduit la premiére assertion. Plus généralement, si f admet un poéle d’ordre m € N*
alors d’aprés la Proposition 6.8 il existe a_,,...,a_1 € C et h holomorphe tels que

f(2) = a_p(z—20)"" +h(2).
k=1

On a alors .
(z=20)"f(2) = Y _ax(z—20)" " + (2 — 20)"h(2),
k=1
puis
dm71 m—1 m|

W((z — zo)mf(z)) = (m - 1)!@_1 + Z <mk 1) m(z — zo)mfkh(mfk)(z).
k=0 ’

En zp cela donne (m — 1)!la_; et donc la deuxiéme propriété. Pour la derniére propriété on
écrit g(z) = (2 — 20)g(z) ou g est une fonction méromorphe bien définie en zy. D’apreés la
premiére propriété on a

—5 20
g

f _ i BT 20)f(2) _ f(z0)
v () = S - 5

Cela donne bien le résultat attendu puisque g'(29) = g(20). O

Dans ces notes on a fait le choix de donner dés que possible une premiére version du
théoréme des résidus. Qui est en fait bien souvent suffisante. Les hypothéses utilisées sont
néammoins bien plus restrictives que nécessaire. En effet, on peut autoriser des domaines qui
ne sont pas forcément étoilés, ainsi que des fonctions qui admettent des singularités qui ne
sont ni artificielles, ni des poles. Voir les théorémes 6.30 et 8.15.

6.3 Exemples de calculs d’intégrales réelles avec le Théoréme des
Résidus

Dans ce paragraphe on montre, a I’aide d’exemples, comment ’analyse complexe (a tra-
vers le Théoréme des Résidus 6.14) peut étre utile pour calculer des intégrales de fonctions
d’une variable réelle, a valeurs réelles, sur un intervalle de R.

On commence par calculer sur R l'intégrale d’une fraction rationnelle (dont le dénomina-
teur ne s’annule pas sur R). Via la décomposition en éléments simples on sait déja calculer
une telle intégrale, mais cela donne une alternative intéressante.

Proposition 6.16. Soient P,Q € R[X] tels que Q n'a pas de racine réelle et deg(Q) >

deg(P) + 2. Alors on a
Pla) T =2 (P z)
fgu e =2m 32 Res(2).

z€P4

ot Py est l'ensemble des poles de P/Q (vue comme fonction rationnelle d’une variable com-
plexe) de parties imaginaires strictement positives.

Démonstration. On commence par observer que l'intégrale est bien définie (la fonction z —
P(z)/Q(z) est continue sur R et décroit au moins comme |z~ en +00). Elle est alors égale
a
R

P(x

lim (z)

R-+oo J_p Q(x)

La fonction rationelle P/Q admet un nombre fini de poles (car ces poles sont en particulier

des racines de Q). Il existe donc Ry > 0 tel que |z| < Ry pour tout z € Py. Pour R > Ry on

note I'g la courbe formeée par le segment joignant —R & R et le demi-cercle supérieur de centre

0 et de rayon R, orienté dans le sens direct. Le segment peut simplement étre paramétré par
la fonction = +— x pour x € [ R, R], et le demi-cercle par Re'® pour 6 € [0, 7]. Cela donne

P(z) [T Pa) ™ iRe' P(Re™)
Q)" ‘/_Rcz@:)d / Qe

dz.
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Comme deg(Q) > deg(P) + 1 on a

sup iRe" P(Re')
0€[0,x] Q(Re?) Ro+oo

et donc . )

/” iRe' P(Re') 0

0 Q(Re?) R—+00
Ainsi,
R
lim P(z) dr = lim P(2) dz.
R—+oo J_p Q) R—+oo Jp Q(2)

Or, d’aprés le Théoréme des Résidus, pour tout R > Ry on a

gz;dz: > Res (gz)

I'r z€P4

car les poles de parties imaginaires positives sont d’indice 1 par rapport & I'r, tandis que
ceux de parties imaginaires négatives sont d’indices nuls. O

Exemple 6.17. On considére 'intégrale

1
A
Rl—i—x

3im _ Bim

Les poles de la fonction z — Hﬁ sont e%, e i, e 7 et e 4. Ils sont tous simples. Les
deux premiers sont de parties imaginaires positives. En outre, d’aprés la Proposition 6.15 on
a

4(ef)3_ 4 __4\/5

Res(f,eif) — } e ! 141

et .
3im e 1 1—1
Res(foe™) = =y =1 " aa
d’on
I:(Qm)—(1+i)+(1—z') _
4v2 V2
Efficace.

On observe que la stratégie de cacul de la Proposition 6.16 s’adapte au calcul de I'intégrale
sur R d’une fonction f telle que
z2f(z) —— 0.

|z| =400

Toutes sortes d’intégrales peuvent étre calculées en utilisant ainsi le Théoréme des Résidus.
Comme autre exemple, on peut considérer les intégrales de la forme

2m
/0 R(cos(t),sin(t)) dt,

oll R est une fraction rationnelle de deux variables réelles bien définie sur le cercle unité de
R2. En écrivant les formules d’Euler, on se raméne & une intégrale de la forme

2 )
R(e)ie™ dt,
0

oil R est une fraction rationnelle d’une variable complexe ne s’annulant pas sur le cercle unité
de C. Cette intégrale est alors donnée par

2m
/ R(e™)ie dt = 2ir Z Res(R, z),
0

zE€EP;

ou P; est ’ensemble des poles de R de module strictement inférieur a 1.
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Ezxemple 6.18. On considére I'intégrale

21 1
1:/ S —
o 2+ sin(t)
D’aprés les formules d’Euler on a

27 .
21
I = ——dt.
/0 4i + ettt — et

Puisque I'intégrande est une fraction rationnelle en e (et cela aurait été le cas en partant de
n’importe quelle fraction rationnelle en cos(t) et sin(¢)), on cherche & ré-écrire cette intégrale
comme l'intégrale d’une fraction rationnelle le long du lacet circulaire ¢(0, 1). Plus précisément
on a

2 . - 0 2
- %Zwﬁ:/ it = [ e
o 4di+ et — et geit o dieit 4 e?it — 1 c(0,1) 22 +4iz =1

Pour tout 2 € Con a 22 +4iz — 1 = (z — 2z, ) (2 — z_) avec z4 = —2i +iv/3. Comme |z | < 1
et |z_| > 1 on a par le Théoréme des Résidus et par la Proposition 6.15

2 4 dir 2
I = 2inRes ( ,z+) il T

22 + diz — 1 T2+ 4 23 3

On peut aussi intégrer les fonctions de la forme R(x)e!™® (et donc R(z)cos(mz) ou
R(z)sin(mz)) ou x*R(x) avec « réel en utilisant ce type d’argument.

Exemple 6.19. On considére 'intégrale

+oo 1
I = ——dx.
/0 1/3(1 + ) v

est continue sur RY, elle est équivalente a z~ /3

—4/3

La fonction = — 11/31 enOetacx

(1+=)
en 400, donc par comparaisons avec des intégrales de Riemann on obtient que U'intégrale I

est bien définie.
On considére sur C \ R4 la détermination du logarithme ¢ telle que

Vp > 0,V6 €]0,2x[, £(pe’) = In(p) + i6.
On consideére alors sur C \ R la fonction holomorphe

e_%g(z)

142z

fizm

Soient r, R, tels que 0 < r < 1 < R et ¢ €]0,n[. On va intégrer f sur le bord ~, . du
domaine
{pew,r <p<R,0€le2m— 5[} )

Il est paramétré par la concaténation des chemins suivants :
vi’R’e :ter, R — te's, 'yf’R’E it E e, 2m —e]l - Re',
fyf’R,s cte[rR]— (r+R—t)e® ), 7;17R75 tele,2m —e] e,
La fonction f admet un unique pole, en -1, et d’aprés la Proposition 6.15 son résidu est
Res(f,—1) = e 5D = ¢~ 5

D’aprés le Théoréme des résidus on a donc
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R

.

>
W

FIGURE 3 — Domaine d’intégration pour I’Exemple 6.19

D’aprés le Théoréme de la convergence dominée on a

; R ,—%(In(t)+ie) ie g R -2 i@t R 1 &t
/wihf(z) z_/r T+tee ¢ 50 / 1+1 _/r B+
donc
. . : +Oo 1
Ny L e
™ R,e
De méme 2i
o~ H(n(t)+i(2n—e)) ¢ :
e=0 t=1/3(14¢t)’
donc
lim lim 1 ferde =t [
rl—r&JR%HJIrlooal—I}%l 73 #ae=e 0 t_1/3(1+t) .
r,R,e

D’autre part, d’aprés la Proposition 4.20, on a pour R > 1

donc

r—0 R—+o00 e—0

lim lim lim/ f(z)dz=0.
"

Et de méme,

lim lim lim f(z)dz=0.
r—0 R—+o0o0 e—0 73,1%,5

Finalement on obtient

soit
;T _2m
W) VI

Ezxercice 11. En reprenant le calcul de 'Exemple 6.19, montrer que pour tout « €]0, 1] on

& +
* 1
| wasn = s
o t¥(141) sin(ma)

6.4 Singularités essentielles

On a vu a ’Exemple 6.7 qu’une fonction holomorphe peut admettre une singularité isolée
qui n’est ni une singularité artificielle ni un poéle. Dans ce cas on parlera de singularité
essentielle.
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Définition 6.20. Soient zp € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(zg, R). On dit
que 2g est une singularité essentielle de f si ce n’est ni une singularité artificielle ni un poéle.

Une fonction polynémiale f, de la forme Eg:o an(z — 2z9)™, se comporte a I'infini comme
son terme de plus haut degré. En particulier, |f| tend vers +oo quand |z| tend vers +oo.
Si on regarde maintenant la somme infinie exp(z) = :Lri% %, le comportement est
moins simple. En fait, pour tout R > 0, la fonction exp restreinte au voisinage de l'infini
C \ D(z0, R) est surjective. En faisant le changement de variable (z — z5) +— (2_7120), on
retrouve les mémes comportement au voisinage de zg en considérant des puissances négatives.
Si on a un développement avec un nombre fini de puissances négatives comme au paragraphe
précédent, la fonction se comporte au voisinage épointé de zg comme la plus petite puissance.
Alors qu’on a un comportement bien plus complexe au voisinage de 0 pour

+oo
1 1
€ = Z npl’
zZ"n.
n=0

Comme I'image de tout voisinage de l'infini par la fonction z — e* est C*, I'image de tout
.. . 1 .

voisinage épointé de 0 par z — e= est C*. On a en fait un résultat de ce type en général. On

se contente dans un premier temps du résultat simple suivant :

Proposition 6.21. Soient zyp € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(zp, R)
admettant en zo une singularité essentielle. Alors pour tout r €]0, R] l’image de D*(zo,r) par
f est dense dans C.

Démonstration. Soit r €]0, R]. On suppose par Pabsurde qu’il existe w € C et € > 0 tels que
Iimage de D*(zg,r) par f ne rencontre pas le disque D(w,e). Pour z € D*(zp,r) on peut
donc poser

1

f(z) —w’

Cela définit une fonction holomorphe et bornée sur D*(zg,r). D’aprés la Proposition 6.2 on
peut la prolonger en une fonction holomorphe sur D(zp,7) (qu’on note toujours g).

On suppose que g(zp) # 0. Dans ce cas f est bornée au voisinage de zg, ce qui est absurde
puisque zp n’est pas une singularité artificielle de f. Mais si g(z9) =0 on a

9(z) =

1
2 T 7 N1 % 9
£ > oy = ol o o

donc zq est un pdle de f d’aprés la Proposition 6.6, ce qui donne également une contradiction.
D’ou le résultat par I’absurde. O

La proposition 6.21 peut étre précisée de la fagon suivante :

Théoréme 6.22 (Grand Théoréme de Picard). Soient zo € C, R > 0 et f une fonction
holomorphe sur D*(zg, R) admettant en zy une singularité essentielle. Alors
e soit l’image de D*(zg,r) par f est égale & C pour tout r €]0, R],
e soit il existe w € C et g €]0, R] tel que l'image de D*(zg,7) par f est égale ¢ C\ {w}
pour tout r €]0, 7).

On ne démontrera pas ce théoréme ici.

On a vu qu’une fonction holomorphe sur D(zg, R) admet sur ce disque un développement
de la forme ZZE% anz™, et qu'une fonction holomorphe sur D*(zg, R) admettant un pole en
zp admet un développement de la forme Z:f_ N @n2". Il Teste a voir ce qu’on peut dire dans
le cas ol z; est une singularité essentielle. La fonction z — e'/#* admet un développement en
une série de puissances négatives de z. Le but du paragraphe suivant est de donner un tel
développement dans le cas général.
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6.5 Séries de Laurent

On s’intéresse dans ce paragraphe aux fonctions holomorphes sur un anneau. Pour zg € C
et Ry, Ry € [0, +0o0] tels que Ry > Ry on note

A(Zo,Rl,Rg) = {Z c (C|R1 < |Z — Zo‘ < RQ}
En particulier, A(zg,0, R2) = D*(20, R2).

Définition 6.23. Soient Ry, Ry € [0,400] avec Ry > Ry. Une série de Laurent sur ’anneau
A(zo, R1, R2) est une série de fonctions de la forme

Z an(z — 20)"

neZ

ou la suite (ay)nen est telle que
e la série entiére ) an(z — 20)" a un rayon de convergence au moins égal a Ry,
e la série entiére ) . a_n(2 — 20)" a un rayon de convergence au moins égal & 1/R;.

On commence par observer qu'une série de Laurent définit une fonction holomorphe sur
Panneau A(zo, R1, R2).

Proposition 6.24. Soit f(z) = ), c; an(2—20)" une série de Laurent sur l’anneau A(zo, Ry, Ra).
Alors

(i) la série converge sur l'anneau A(zg, Ry, Ra),
(i

) elle converge normalement sur A(zo,11,r2) pour tous r1,r2 €]R1, Ra[ tels que r1 < ra,
(iii) sa somme définit une fonction holomorphe sur A(z, R1, Rs),
)

(iv) pourn € Z et r €]Ry, R2[ on a

1 27

an, f(zo + re®)e 0 dp.

- 2mrn
En particulier, le membre de droite ne dépend pas de r.

Démonstration. On considére 1 et ro tels que Ry < 11 < 19 < Rg. Pour z € A(zg,71,72)
et n € Non a |a_n|lz|™" < |a_y|r{™. En outre |a,||z|" < |a,|ry. Comme les séries
> a_p| 7™ et Y _nlan| Ty converge, la série > _, an(z — 2zp)™ converge normalement
nen* 1@—n| Ty neN |Gn| T2 ge, nez dn 0 g
sur A(zg, r1,72). Ceci assure en particulier que la série converge sur tout 'anneau A(0, Ry, Ra).
En outre, puisque la série converge uniformément sur tous les compacts de A(zg, R1, R2), la
fonction f est holomorphe d’apreés le Corollaire 5.15. Enfin, pour r €]R;, Ra[, la convergence
normale de la série sur A(zp,71,72) pour Ry < r1 < r < ry < Ry assure que l'on peut
intervertir la somme et 'intégrale dans le calcul suivant :

27 27
f(z0 +ret)e™ ™0 dh = E / anre*e= 0 40 = 211" a,,.
0 kez” 0

Cela conclut la démonstration. O

Inversement, de méme qu’une fonction holomorphe sur un disque est toujours la somme
d’une série entiére, on montre maintenant que toute fonction holomorphe sur un anneau est
la somme d’une série de Laurent. Pour cela, on a besoin de généraliser la formule de Cauchy
sur un anneau (qui n’est pas étoilé). On commence par montrer que 'intégrale d’une fonction
holomorphe sur A(zp, R1, R2) le long d’un cercle centré en zp, qui n’est pas forcément nulle,
ne dépend pas du rayon du cercle.

Lemme 6.25. Soient zg € C, Ry, Ry € [0,400] avec Ry > Ry et [ une fonction holomorphe
sur lanneau A(zo, R1, Ro). Alors Uintégrale de f le long du cercle c(zo,1) ne dépend pas de
r E]Rl, RQ[
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Démonstration. Pour r €] Ry, Ra[ on note
27

O(r) = /( )f(z) dz = | f(z0 + re?)iret dg.

Par le théoréme de dérivation sous l'intégrale on obtient que ® est dérivable sur |Ry, Ro et

pour r €]Ry, Ry on a

2m 2m
' (r) = 2/ (re f'(z0 +1e"™) + f(z0 + re'?))e® do = / % (f(z0 +7e)e) do = 0.
0 0

Dot le résultat. O
On peut maintenant montrer un résultat analogue a la formule de Cauchy dans un anneau :

Proposition 6.26. Soient zo € C, Ry, Ry € [0,+00] avec Ry > Ry et f une fonction
holomorphe sur Uanneauw A(zg, R1, Rg). Soit z € A(zg, R1, Ra). Alors pour r1,r9 €|R1, Ra|
tels que z € A(zp,71,72) ON @

RNy S (SR /()

a A% c(z0,72) C — 20 um c(z0,71) C— 20

dg.
Démonstration. Pour ¢ € A(zg, R1, R2) on note

fO-f(=)
_ = si( # z,
9(Q) {f’(z) si ¢ = z.

Cela définit une fonction g holomorphe sur A(zg, R1, R2) (la singularité en z est artificielle
par continuité de g). D’aprés le Lemme 6.25 on a alors

/%m o= | GLE

o JQ ge o L FiON
2im /C(ZUJ,Q) C — 20 dC 2im /c(zo,h) C — 20 dg

ce qui donne

1 flz) .. 1 f(2)
- 0 c(z0,r2) C — 20 dC 20m c(z0,r1) C — 20 dC
— 2ir £(2)(Ind(e(z0,72), ) — Ind(c(z0,71), 2))
= 2w f(z).
D’ott le résultat. O

On peut maintenant montrer le résultat suivant :

Théoréme 6.27. Soient zy € C, Ry, Ry € [0,400] avec Ry > Ry et f une fonction holo-
morphe sur 'anneau A(zg, R1, Rg). Alors il existe une unique suite (an)neyz telle que f est la
somme sur A(zo, R1, Rg) de la série de Laurent ), a,2". En outre, pour toutn € N on a

1 27

f(re™ye ™t dt.

n = 2mrn
Démonstration. La derniére assertion est conséquence de la Proposition 6.24 et assure 'uni-
cité d’'un développement en série de Laurent pour f. On montre maintenant que f est effec-
tivement la somme de la série de Laurent ) an(z — 20)" ol les a,, sont ainsi définis.
Soient 71 et ro tels que Ry < ry < ro < Ry. Pour z € A(zp,71,72) on a par la Proposition
6.26
127 flzo+72e™) L7 flzo+me") 4
= — — L roe” df — — ——r1e" df.
21 Jo 20+ reet? — 2z 2 Jo 20 +riet? —z

f(2)
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On écrit
i0

o€ Z zZ— 20
20 + roet? — 2 — Z=2g roetd

roet?

Puisque cette série converge absolument, on peut intervertir série et intégrale pour écrire

+oo

[ 0 ; 1
L f(20+7“_2e >iT2€Zad9:Z<
n=0

2m

f(z0 4 roe??)e=m¥ dG) (z — z)"

21 Jo 20 +1oe? — 2 27rl

+oo
= Z an(z — 20)"
n=0

On proceéde de fagon analogue pour 'autre terme. On écrit

et et k+1
o +re? —z 2 —z01— Tlels B (zzo) ’

zZ—Zz0

puis

1 2 f(ZQ + Tleia) 0 = 71 k1l p2m 0N
o JO T ) 0 0 = 7 i(k+1)0 do _ —(k+1)
2m Jo 2o+ 1r1€e¥ — zrle kz—o 2r Jo f(z0 +met)e (2= %)

-1

= Z an(z — 2z9)".

n—=—oo

D'ou f(2) =372 _an(z — 20)"™. O

n—=—oo

On revient maintenant & 1’étude des singularités isolées d’une fonction holomorphe. La
distinction entre les trois types de singularités (artificielle, pole, essentielle) est claire si on
connait le développement de Laurent.

Proposition 6.28. Soit zo € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(zy,R). On
écrit le développement de Laurent de f en zy :

z) = Z an(z — 20)"
nez

e Sia_, =0 pour tout n € N* alors zy est une singularité artificielle de f.
e Sia_, # 0 pour un nombre fini non nul de n € N* alors zg est un pole de f.
e Sia_, # 0 pour une infinité de n € N* alors zy est une singularité artificielle de f.

On termine ce paragraphe avec le Théoréme des Résidus. Méme s’il est moins souvent
utilisé dans ce cas, il reste tout a fait valable en présence de singularité essentielles.

Définition 6.29. Soit zp € C, R > 0 et f une fonction holomorphe sur D*(zp, R). On écrit
le développement de Laurent de f en zg :

= Z an(z — 20)"
ne”Z
Alors on appelle résidu de f le coeflicient d’ordre -1 :

1

Res(f, Zo) =0-1= 7
2im J ez,

f(z)dz.

Théoréme 6.30 (Théoréme des résidus). Soit Q un ouvert étoilé de C et P une partie
discrete de ). Soit f une fonction holomorphe sur Q\ P. Soit v un lacet de Q\ P. Alors on

a
2Z7r/f )dz =) Res(f,¢)Ind(v,¢)

CeP

(la somme ne contient qu’un nombre fini de termes non nuls).
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La démonstration de ce théoréme est en fait la méme que la version méromorphe. En
(6.21), la partie singuliére que 'on retire est maintenant une somme infinie. Puisque la série
de Laurent de f en zp est bien définie sur A(zg, 0, R2) pour un certain Ry > 0 (R; = 0 avec
les notations de la Définition 6.23), cette partie singuliére est normalement convergente sur
tous les compacts de C \ {zo}. Ainsi, pour le calcul (6.22), on peut intervertir intégrale et
série, et on conclut exactement de la méme fagon.

7 Exemples de fonctions spéciales

7.1 Fonction I' d’Euler

On cherche dans cette section une fonction holomorphe (sur un ouvert aussi grand que
possible et contenant au moins les entiers naturels) qui vaut n! pour tout n € N*.

Définition 7.1. Pour z € C avec Re(z) > 0 on pose

+oo
['(z) = / e tt* 1t dt.

0

On rappelle que les puissances complexes ont été introduites au Paragraphe 3.4 (voir la
Remarque 3.23). Pour ¢ réel, sauf mention contraire on utilise la détermination principale du
logarithme, qui coincide avec le logarithme népérien sur R* . Ainsi, dans la définition de T',
le facteur t*~! n’est rien d’autre que e(*=1) ()

Dans la suite on notera
C; ={z € C| Re(z) > 0}.

Proposition 7.2. La fonction I' est bien définie sur C...

Démonstration. Soit z € C,. La fonction f : t — e **~! est continue sur R* et pour ¢ > 0
on a

e(zfl)ln(t) efte(Rc(z)fl) In(t) _ efttRc(z)fl.

If@)] <e™

Par croissances comparées on a alors

FOl= 0 (D7) et |fl= 0 (7).

t——+o0

Par comparaison avec les intégrales de Riemann, on obtient que f est intégrable sur R%. [
Proposition 7.3. La fonction T' est holomorphe sur C,..

Démonstration. Pour € > 0 et z € C4 on pose

L.(2) :/ e 7t dt.

Pour tout € > 0, la fonction I'; ainsi définie est bien holomorphe sur C, d’aprés le Théoréme
5.16.

Soit K un compact de C,. Il existe o, 5 > 0 tels que o < Re(z) < 8 pour tout z € K.
Pour z € K on a alors

+oo

€ +oo €
Pe(2) = T(2)] </ e [ dt+/ e " [t dt</ t“—ldt+/ e~tt0=1 dt.
L 1

0 L 0

Le membre de droite ne dépend pas de z € K et tend vers 0 quand € tend vers 0, donc I'.
tend uniformément vers I' sur K quand ¢ — 0. Ceci étant valable pour tout compact K de
C., on obtient par le Théoréme 5.14 que I' est holomorphe sur C, . O

Proposition 7.4. Pour tout z € C4 on a

I(z+1) = 2T(2).
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Démonstration. Soit z € Cy. Par intégration par parties on a
“+o0 Lo +oo
2l(z) = / e taF Tl dt = [e_ttz]o + / e Fdt =T (2 +1). O
0 0
Corollaire 7.5. Pour toutn € Non al'(n+1) =

+oo
F(l):/ e tdt=1.
0

On conclut ensuite par récurrence en utilisant la Proposition 7.4. O

Démonstration. On a

Théoréme 7.6. La fonction I' s’étend en une fonction méromorphe sur C (qu’on note tou-
jours T') dont les poles sont les entiers strictement négatifs. Les résidus correspondant sont
alors

Res(I', —n) = (=" (7.23)

n!

Démonstration. On observe que pour les mémes raisons que précédemment la fonction
+oo
zZ / e 7 dt
1

est en fait entiére. Les difficultés viennent de I'intégrale sur |0, 1]. Pour z € C; on a

B ) s
D Pl

neN

En retirant éventuellement le premier terme, on obtient une série normalement convergente
sur 0, 1] (par rapport & la variable ¢). On peut donc écrire

ntrH—z 1 (_1)n
—t z—1 —
A ¢t = z/ ey s

neN neN

On cherche a prolonger le membre de droite en une fonction méromorphe sur C. Soit R > 0.
On fixe N € N tel que N > 2R. La somme Zn o n(,(nllz) s’étend en une fonction méromorphe
sur D(0, R) dont I’ensemble des poles est D(0, R) N Z_ et dont les résidus correspondants

sont bien donnés par (7.23). Pour n > N et z € D(0, R) on a

(=D"

nln+2z)|

n!’

n

donc la série Y .y n(|( >

sy converge normalement sur D(0, R). Sa somme y définit donc

une fonction holomorphe.

Ceci étant valable pour tout R > 0, 'unicité d’un prolongement holomorphe assure que
I" se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ Z_. En outre les singularités sont bien des
poles dont les résidus sont donnés par (7.23). O

Ezxercice 12. Donner une autre preuve du Théoréme 7.6 en utilisant la Proposition 7.4.

Proposition 7.7 (Formule des compléments). Pour tout z € C\Z on a

™

Fz)Ira-z) = Sn(ra)”

Démonstration. Les deux membres de I’égalité définissent des fonctions holomorphes sur C\Z.
Par unicité d’un prolongement holomorphe (Théoréme 5.4), il suffit de montrer 1’égalité pour
z €]0,1][.

Soit @ €]0,1[. On a

+o00 —+o00 —+o00 00 t [e4 1
Fa)I'(1 —a) = / / e~ (el s dt = / / e~ (t+9) <) —dsdt.
0 0 0 0 s) 1
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On effectue le changement de variables (u,v) = (t + s, %), dudv = (1 + %)/t dsdt, ce qui
donne
—+o00 +o0 1
o)1l —a) = e ———dvdu.
@ri—a)= [ [ e
D’aprés le calcul effectué a I’Exercice 11 on obtient

1

MNa)'(l—a) = sn(ra)’

Cela prouve la proposition. O

7.2 Fonction ( de Riemann

Pour s € C avec Re(s) > 1 on pose

Proposition 7.8. La série ( est normalement convergente sur tout compact de {s € C| Re(s) > 1}.

Démonstration. Soit K un compact de {s € C| Re(s) > 1}. Il existe a > 1 tel que Re(s) > «
pour tout s € K. Pour n € N* on a alors

1 1 1 < 1
|ns| - |esln(n)’ " pRe(s) T pa’
D’ott le résultat puisque la série ) . 7~ est convergente. O

D’aprés le Théoréme 5.14, la fonction ¢ ainsi définie est holomorphe sur {s € C| Re(s) > 1}.
On peut montrer le résultat suivant :

Théoréme 7.9. La fonction  se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ {1} et admet
en 1 un pole simple.

Pour cela on utilise la fonction annexe suivante :

Proposition 7.10. Pourt > 0 on pose

Pour tout t > 0 on a alors

8 Compléments

8.1 Ouverts simplement connexes

La Proposition 4.25 (critére d’existence d’une primitive), le Théoréme de Cauchy (Théo-
réme 4.28) et la Formule de Cauchy (Théoréme 4.35) ont tous été énoncés dans un ouvert
étoilé. C’est un cadre pratique, qui sera suffisant pour la plupart des applications. Mais il est
de tout de méme raisonnable de se demander si c’est le cadre naturel pour que les arguments
fonctionnent ou si c’est juste une hypothése de confort.

On rappelle qu’il n’y a aucun espoir pour que ces résultats soient vrais pour n’importe
quelle fonction holomorphe sur n’importe quel ouvert. Comme on l’a déja remarqué, le fait

que
d

/ i 7é 07
c(0,1) #

contredit 'existence d’une primitive et le théoréme de Cauchy sur C*. La formule de Cauchy,
conséquence du théoréme de Cauchy, a également peu de chances d’étre vraie (vérifier que

Année 2020-2021 99



Agrégation - Fonctions d’une variable compleze

ce n'est effectivement pas le cas).

C’est le moment de se rappeler ot on a utilisé cette hypothése d’étre sur un ouvert étoilé.
On I’a utilisé pour assurer qu'une fonction dont 'intégrale est nulle sur tout lacet triangulaire
admet une primitive. Pour construire la primitive, on a utilisé I'intégrale le long des segments
issus du point zg autour duquel 2 est étoilé. On peut procéder différemment, et définir une
primitive en intégrant le long de chemin qui ne sont pas nécessairement des segments. C’est
ce que 'on fera a la Proposition 8.1. Mais on ne pourra plus utiliser le Lemme 4.27 dans ce
cas, il nous faudra donc donner une autre condition.

Et cette condition pour assurer ’existence d’une primitive n’est autre que. .. le Théoréme

de Cauchy.

Proposition 8.1. Soient Q2 un ouvert de C et f une fonction continue sur Q2. Alors f admet
une primitive sur € si et seulement si pour tout lacet v dans ) on a

/ f(z)dz=0. (8.24)
Q

La preuve suit celle de la Proposition 4.25, si ce n’est qu’on suit un chemin quelconque
pour aller de z a zg, et qu’il n’y a pas unicité d’un tel chemin.

Démonstration. On sait déja par la Proposition 4.23 que si f admet une primitive sur €2 alors
son intégrale le long de tout lacet est nulle. On suppose maintenant que (8.24) est vérifiée.
11 suffit de montrer que f admet une primitive sur chacune des composantes connexes de €.
Pour simplifier, on suppose que 2 est connexe. On fixe zy € Q. Pour z € Q on pose

F(z) = / o

ot y(z, z0) est un chemin joignant zg & z. Pour que cette définition ait un sens, il faut s’assurer
qu’il existe effectivement un chemin joignant zg & z (c’est vrai par connexité par arcs de ) et
que la valeur de F'(z) ne dépend pas du choix de ce chemin. On considére donc deux chemins
1 et 2 joignant zg & z. Le chemin 7 % (—72) est alors un lacet, donc

- /71*(—vz) I= /vl I V2 g

Cela prouve que f% f= f,m f, donc la definition de F est licite. Montrons que F' ainsi définie
est une primitive de f. Soit z € Q. Soit 7 > 0 tel que D(zg,r) C Q. Pour h € D*(0,r) on a
alors, toujours d’apres (8.24),

F(z+h)— F(z) 1/
—Y =7 f(Q)dC — f(2),
h h (z,2+h) h—0
ou la limite est obtenue comme dans la preuve de la Proposition 4.25. O

Le Théoreme de Cauchy est en fait également une condition nécessaire et suffisante pour
la Formule de Cauchy.

Proposition 8.2. Soient 2 un ouvert de C et 7 : [a,b] = Q un lacet. Alors on a
/g(z) dz=0 (8.25)
.

pour toute fonction g holomorphe sur ) si et seulement si pour toute fonction f holomorphe
sur ) et zop € Q\ Im(y) on a

fz) 4.

zZ— 20

faolind(r,20) = 5o | (5.26)
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Démonstration. On suppose que (8.26) est vraie. Soit alors g une fonction holomorphe sur
Q. On fixe z5 € @\ Im(7) et on consideére la fonction f : z — (2 — z0)g(z), holomorphe sur
Q2. D’aprés (8.26) on a alors

/g(z) dz = / /(z) dz = 2im f(20)Ind(7y, 29) = 0.
v v *Z T A0

Inversement, on suppose que (8.25) est vraie. Soient f une fonction holomorphe sur Q) et
29 € Q\ Im(y). Pour z € 2 on pose

[ =fz0) o, + 20,
9(z) =9 ., 3 :
1'(20) si z = 2.

La fonction g est alors continue sur 2 et holomorphe sur 2\ {2¢}. D’aprés la Proposition 6.2,
g est en fait holomorphe sur Q (notez le progrés par rapport a la preuve du Théoréme 4.35
ou on avait dit composer avec une fonction holomorphe sauf en un point, ce qui nous avait
obligé & montrer le Lemme 4.34 plutot que d’utiliser directement le Lemme 4.27). D’apreés
(8.25) on a alors

oo [ 2 de= o [z g [ L5 = et

um N Z— 20 Z— 2y

D’ou I’équivalence annoncée. O

Ainsi, toute notre discussion se résume a déterminer les ouverts €2 de C sur lesquels le
Théoréme de Cauchy est vrai.

Essayons de comprendre la différence entre le critére d’existence d’une primitive donné
a la Proposition 4.25 et celui donnée a la Proposition 8.1. La différence n’est pas tellement
le choix d’un chemin « droit » pour définir la primitive. Et le choix d’un ouvert étoilé par
rapport & zg est un choix pratique. Il assure que pour z € Q) et h assez petit le triangle de
sommets zg z et z + h utilisée pour la preuve est bien inclus dans . Et c’est 1a que se cache
le point clé.

D’un point de vue pragmatique, 'intérét du critére de la Proposition 4.25 est qu’il est
satisfait par les fonctions holomorphes d’aprés le Lemme de Goursat (Lemme 4.27). On rap-
pelle que pour ce lemme on demande que la fonction f soit holormorphe sur tout le triangle
de sommets a, b et ¢, et pas seulement sur son bord qui constitue le chemin le long duquel on
intégre. Et c’est exactement ce point qui n’est pas vérifié par notre contre-exemple préféré,
la fonction 1/z sur le cercle unité. Cette fonction est bien holomorphe au voisinage du cercle
unité, mais pas sur tout le domaine qu’elle délimite. Il y a un trou. Et I'intérét d’un ouvert
étoilé est qu’un lacet ne peut jamais enlacer un trou.

On va montrer le théoréme suivant :

Théoréme 8.3. Soient  un ouvert simplement connezxe de C, f une fonction holomorphe
sur § ety : [a,b] = Q un lacet. Alors pour tout zo € C\ Im(v) on a

Feolind(r,20) = 5= [ L a.
ol

Avec les résultats précédents on obtient donc les conséquences suivantes :

Corollaire 8.4. Soient Q un ouvert simplement connexe de C, f une fonction holomorphe
sur 2 ety : [a,b] = Q un lacet. Alors on a

[{f(z) dz = 0.

Corollaire 8.5. Soit Q) un ouvert simplement connezxe de C. Alors tout fonction holomorphe
sur ) admet une primitive sur €.
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Ces énoncés sont trés simples, & condition de comprendre ce que signifie simplement
conneze. Intuitivement, un ouvert simplement connexe est un ouvert connexe qui n’a pas de
trou. Ainsi tout ouvert étoilé sera simplement connexe, mais C* ne le sera pas, pas plus que
C\ D(zp,r) pour n'importe quels zp € C et r > 0.

Définition 8.6. Soit 2 un ouvert de C. On appelle trou de 2 une composante connexe
bornée de C\ Q.

Définition 8.7. Soit €2 un ouvert de C. On dit que §2 est simplement connezxe s’il est connexe
et s’il n’a pas de trou.

Ezemple 8.8. C* est connexe mais pas simplement connexe. Pour zg € C et Ry, Ry tels que
0 < Ry < Ry alors 'anneau A(zg, R1, R2) est connexe mais pas simplement connexe.

Proposition 8.9. Un ouvert étoilé de C est simplement conneze.

Démonstration. On considére zg € €2 tel que Q est étoilé par rapport a zg. Soit wy € C\
(si Q = C le résultat est clair). Alors pour tout ¢ € [0, +oo[ le point

w(t) = wo + t(wo — 20)

n’est pas dans €. Puisque |w(t)| = 4+00 quand ¢ — 400, on en déduit que wy est dans une
composante connexe non bornée de C\ Q. O

Ezemple 8.10. On considére 'ouvert 2 défini comme le complémentaire des deux demi-droites
Ry et i + R4. Alors € est simplement connexe mais n’est pas étoilé.

Dans le cas du chemin triangulaire 7(zo, z, 2+ h), on demande pour éviter les trous que la
fonction holomorphe soit holomorphe « & l'intérieur du triangle ». Et Iintérieur du triangle
est exactement I’ensemble des points « enlacés » par le chemin 7. C’est-a-dire I’ensemble des
points de C\ Im(7) dont I'indice par rapport a 7 est 1, tandis que les points « a 'extérieur »
ont un indice nul. Ainsi, la condition est qu’aucun point de C \ Q n’est enlacé par 7 ou, en
termes plus rigoureux, tout point de C\ Q est d’indice nul par rapport a 7.

Pour un lacet général, on ne peut pas parler de l'intérieur du chemin, par contre cette
derniére propriété a du sens, et c’est effectivement la bonne propriété pour avoir le Théoréme
de Cauchy.

Définition 8.11. Soit  un ouvert de C et 7y : [a, b] — © un lacet. On dit que v est homologue
a 0 si
Vze C\Q, Ind(y,z)=0.

Le lien entre ouverts simplement connexes et lacet homologues & 0 est le suivant :

Proposition 8.12. Soit Q un ouvert simplement connexe de C. Alors tout lacet~y : [a, b] — Q
est homologue a 0.

Démonstration. Soit zg € C\ Im(7) tel que Ind(y, z9) # 0. D’aprés la Proposition 4.33, z
appartient & une composante connexe bornée de C \ Im(v), qu’'on note T. On suppose par
Pabsurde que zg n’est pas dans Q. Puisque Im(v) C €, zg est dans une composante connexe de
C\ Q qui est incluse dans T est donc bornée. Cela donne une contradiction avec la Définition
8.7. O

Proposition 8.13. Soient Q un ouvert de C, f une fonction holomorphe sur Q ety : [a,b] —
Q un lacet homologue & 0. Alors pour zo € Q\ Im(y) on a

1[5

um N Z =20

f(zo)Ind(v, 20) = dz.

Démonstration. Pour z,w € € on pose

G () R
a(zw) = f'(z) sl z =w.
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Pour w € Q fixé, la fonction z — ¢(z,w) est continue sur 2 et holomorphe sur Q \ {w}, et
donc holomorphe sur 2. En outre ’application

b
hiwes [ = [ aG0.w @ d

est holomorphe sur Q d’aprés le Théoréme 5.16. On pose
Ty = {w € C\ Im(y) | Ind(y,w) = 0} .

Ty est un ouvert de C, et comme 7 est homologue & 0 on a 2 UZy = C. En outre il existe
R > 0 tel que tout z € C tel que |z| > R est dans Zy. Pour w € Zy on note alors

g(w) = L % dz.

De nouveau par holomorphie sous 'intégrale, g est une fonction holomorphe sur Zy. Pour
w € QNZyon a alors

g(w) — h(w) = / Slw) dz = 2im f(w)Ind(y,w) = 0.

Z—w

Ainsi g et h coincident sur leur domaine commun de définition. On peut donc définir une
fonction k sur C en posant
w) siw € Ly,
() = {90 v et
h(w) siweQ.

Cette fonction & est alors holomorphe sur C. En outre pour |w| > R on a par passage a la
limite sous l'intégrale
k(w) = g(w) — 0.
|w]|—+o0
D’aprés le théoréme de Liouville, la fonction x est nulle. Ainsi h est nulle sur € et en particulier
pour tout w € 2\ Im(v) on a

Mdzz/%dz:f(w)lnd(%w).

Z—w

~y

D’ou le résultat. O

Avec les Propositions 8.12 et 8.13 on a donc démontré le Théoréme 8.3. On note toutefois
que pour la Proposition 8.13 on n’a pas supposé que ) est simplement connexe. Ainsi, si
v est un lacet homologue & 0 dans un ouvert qui n’est pas simplement connexe, alors on a
toujours la formule de Cauchy pour ce lacet. C'est par exemple le cas dés que C\ Q est inclus
dans la composante connexe non bornée de C \ Im(), mais pas seulement. Dans ce cas, et
avec la méme preuve que pour la proposition 8.2, on a aussi le Théoréme de Cauchy pour ce
lacet :

Corollaire 8.14. Soient Q un ouvert de C, f une fonction holomorphe sur ) et~ : [a,b] — Q
un lacet homologue & 0. Alors on a

/{f(z) dz = 0.

La Proposition 8.12 assure que si ) est un ouvert simplement connexe alors tous les lacets
tracés dans €2 sont homologues a 0. La réciproque est également vraie. Ainsi, si tous les lacets
tracés dans un ouvert connexe {2 sont homologues a 0, alors € est simplement connexe. Pour
le démontrer, on considére un ouvert €2 qui n’est pas simplement connexe, puis un trou 7’
de ©, et on construit un lacet dans © qui entoure ce trou (une fois dans le sens direct, par
exemple). On obtient alors un lacet qui n’est pas homologue & 0 puisque les points de T" sont
d’indice 1 par rapport a . On ne détaille pas la construction d’un tel + ici.

Si on considére w € T et f: z+— 1/(z — w), alors f est une fonction holomorphe sur
dont l'intégrale sur le lacet v n’est pas nulle, donc f n’admet pas de primitive sur €. Cela
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prouve que si 2 est un ouvert connexe de C, alors toute fonction f holomorphe sur 2 admet
une primitive si et seulement si {2 est simplement connexe.

On termine ce paragraphe en énoncgant enfin la « bonne » version du Théoréme des
Résidus.

Théoréme 8.15 (Théoréme des résidus). Soit Q un ouvert simplement connexe de C et P
une partie discréte de Q. Soit f une fonction holomorphe sur Q\ P. Soit v un lacet de Q\ P.
Alors on a

- [ 1eds = 3 Res(1.Ond(3.0

2im e
(la somme ne contient qu’un nombre fini de termes non nuls).
La seule différence par rapport au Théoréme 6.30 est qu’on utilise maintenant le Corollaire

8.4 pour assurer que l'intégrale le long de v de la fonction g qui apparait dans la preuve est
nulle.

8.2 Un exemple d’application théorique du Théoréme des Résidus :
compter les zéros d’une fonction

Définition 8.16. Soit zg € C et f une fonction méromorphe sur un voisinage de zy. On note

n si zg est un zéro d’ordre n € N de f,

—n sl zg est un pole d’ordre n € N* de f.

Val(f, zo) :{

Ainsi, Val(f, zp) est l'indice du premier coefficient non nul dans le développement de
Laurent de f en zj.

Proposition 8.17. Soient Q un ouvert de C et f une fonction méromorphe sur Q. Alors les
poles de f'/f sont les zéros et les poles de f. Plus précisément, pour zg € 2 on a

Res (J;/,zo) = Val(f, zo).

Proposition 8.18. Soient Q un ouvert de C et f une fonction méromorphe sur Q (non
identiquement nulle). Soit F ’ensemble des zéros et des poles de f. Soit v un lacet dans
Q\ F. Alors on a
1 o
2 [, f N

Z Val(f, 2)Ind(f, 2).

zeF

Théoréme 8.19 (Théoréme de Rouché). Soient Q un ouvert simplement conneze de C et
f et g deux fonctions holomorphes sur Q. Soit K un compact de Q0 dont le bord peut étre
paramétré par un lacet ~y. On suppose que

Vz e 0K, |f(z) —g(2)] <lg(2)].
Alors f et g ont méme nombre de zéros (comptés avec multiplicités) dans K.

Démonstration. On observe que I’hypothése assure que ni f ni g ne s’annulent sur K. La
fonction h = f/g est méromorphe sur €2 et holomorphe sur un voisinage de 9K. Il existe un
voisinage V de 0K tel que pour tout z € V on a

Ih(z) — 1] < 1.

Soit ¢ une détermination du logarithme sur D(1,1). La fonction £ o h est alors une primitive
de A'/h sur V. Puisque cette fonction admet une primitive sur V, on a

- [4-1(5-9)
515

et on conclut avec la Proposition 8.18. O

Ainsi

Q|
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