L2 PARCOURS SPECIAL MESURES ET INTEGRATION

Examen final

Vendredi 03 mai 2019 (2h)

Aucun document (ni calculatrice, ni téléphone, etc.) n'est autorisé. On accordera un
soin particulier a la rédaction.

Pour les exercices 1 a 4, les intégrales sont toutes relatives a la tribu borélienne et la
mesure de Lebesgue.

Exercice 1. 1.Montrer que pour tout y € [0,1] on a In(1 — y) < —y. En déduire que
pour tous n € N* et x € [0,n] on a
<1 — E) <e ™.
n

2. Montrer que pour tout n > 2 la fonction z — 27w est intégrable sur |0, 1] et calculer
la valeur de I'intégrale correspondante.

3. Pour n > 2 on pose
1, = / (1 — f) 2w dr.
0 n

Montrer que I, est bien définie pour tout n > 2 et étudier sa limite éventuelle quand n
tend vers +oo.

Correction : 1.La fonction ¢ : y — In(1 —y) +y est de classe C* sur [0, 1] et pour y > 0

onal(y) = —ﬁ 41 < 0. Cela prouve que £ atteint son maximum en 0, ou elle est nulle.
Elle est donc partout négative, ce qui implique que In(1 — y) < —y pour tout y € [0, 1].
Pour n € N* et z € [0,n[ on a alors

1n(1—f)<%.

n

Par croissance de la fonction exponentielle on obtient

(1 _ 7) _ enln(l—;) < e — e %,
n

2. Soit n > 2. La fonction 2 — z~# est continue donc mesurable sur ]0,1]. Pour ¢ €]0, 1]

on a 1
1 _;d _ = _1—51_% 1 _n
e T S R R O
n n

3

D’ou

3. Soit n > 2. La fonction z +— (1 — %)n 2~ est continue donc mesurable sur ]0,n]. Pour

n > 2et x>0 on pose
T\" _1
fn(I> = (1 — 5) X "]l[o’n[(aj).

Soit n > 2. Pour x €]0,1] on a



et pour z > 1 on a d’aprés la question précédente

T

0< fu@) < (1-5) <o,

n

Ainsi, si on pose

1
x~z six€]0,1],
gl@e)=9 .
e six > 1,
on obtient que 0 < f,(x) < g(z) pour tout n > 2 et tout > 0. Cette fonction g est
mesurable sur ]0, 1] et ]1, +oo[ donc sur |0, +o0[ et on a

—+o0 1 1 “+oo
g(x)dx < / —dx +/ e Pdr < +o0.
f, owaes [ e

Cela prouve que g est intégrable sur R . En particulier, f,, est intégrable sur R* pour
tout n > 2. En outre on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Comme
pour tout £ > 0 on a

n
(1 _ E) x—% _ enln(l—%)—%ln(z) - e—w7
n—-+oo

on a alors

+oo +oo
lim T, :/ lim f,(z)dx :/ e fdr=1.
0 0

n—-+oo n——+oo

Exercice 2. 1. Soit f une fonction borélienne de R, dans R,.
a. Montrer que pour tout N € N on a

/01 S o+ ) de = /ONH 1) dy.

b. En déduire que

2. Soit f une fonction intégrable de R, dans R.
a. Montrer que la série ), _ f(x 4+ n) est convergente pour presque tout = € [0, 1].
b. En déduire que cette série est en fait convergente pour presque tout x € R .

Correction : 1. a. Soit NV € N. Par linéarité de I'intégrale on a

/Zf:chn dacfz/ flea+n)d

Pour n € [0, N] on a par le changement de variables y =  +n (dy = dx)

é/olf(ﬂn)dx:/nnﬂf(y)dy-

Par la relation de Chasles on a alors



b. D’apreés le théoréme de convergence monotone et la question précédente on a

/OIZf(ern)de/Olf(ern)dx

neN neN
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On note que cette derniére égalité résulte aussi du théoréme de convergence monotone. En
effet, puisque f est a valeurs positives, la suite de fonctions (1o x11)f) Nen est croissante
et converge simplement vers f sur [0, +oo].

2. a. D’apreés la question précédente appliquée avec |f| on a

1 “+o00
/0 5l + )l de =/0 F@)] dy < oo.

Cela implique en particulier qu’il existe un borélien Ey C [0,1] de mesure de Lebesgue
nulle et tel que pour presque tout x € [0,1] \ Ep on a

S 1f(x+n)| < foo.

neN

Pour z € [0,1] \ Ey, la série ) . f(2 4 n) est en particulier convergente.

b. Pour n € N on note FE,, = E+n, puis £ = J,,cy En. Alors E € B(R,) et A(E) = 0.
Soit maintenant € Ry \ F et v la partie entiére de z. Comme x € [v,v + 1[\E,, on a
x—v € [0,1]\ Ey et donc

YMolf@+n) <Y [f(@—ve +n)| < +o0.

neN neN

Cela prouve que la série ) f(z +n) est convergente pour tout z € Ry \ E.

Exercice 3. Soient a,b €]1,+00[. On note D Pouvert de R? délimité par les courbes
d’équations y = ax, y = z/a, y = b/x et y = 1/(bx), et contenant le point (1,1).
Calculer I'aire (c’est-a-dire la mesure de Lebesgue) de D. Indication : on pourra effectuer
le changement de variables x = u/v, y = uv.

Correction : On observe que D C (R%)? et que pour (z,y) € (R%)? on a
1 1
(r,y) €D <+ (<:17y<b et <y<a>.
b a

On note D' = ] %7 \/B[ X } ﬁ7 \/5[ et on considére 1’application

] D - D,
(I)'{ (w,v) = (% ).

® est bien a valeurs dans D d’aprés I’équivalence précédente. Soit (z,y) € D. Pour (u,v) €
D' on a

(@) = (u0) = {x‘u = {“’_2‘2 = {;‘:“E’



Cela prouve que ® est une bijection de D’ dans D. En outre ® et ®~! sont de classe C*
(et méme C), donc ® est un C*-difféomorphisme de D’ dans D. En outre, pour tout
(u,v) € D' on a

1w
U

- u

JP(u,v) =

Ainsi, d’aprés le théoréme de changement de variables on a

D)= //Dld)\(gc,y) = /// JO(u,v) d\(u,v) = /D/ Q%Ld)\(um).

Par le théoréme de Fubini-Tonelli on a alors
Vo va q 1 1 » -1
D) = 2/ udu/ —dv=(b—-](In(va)—In{—= )| = In(a).
a 1w b Vva b
v Va

Exercice 4. Soit ¢ une fonction borélienne de R, dans R. Pour p € R tel que la fonction
t — @(t)e™'P est intégrable sur R, on pose

+o00
L) = [ el

On considére f et g deux fonctions continues et bornées de R, dans R.
1. Montrer que L¢(p) est au moins définie pour p > 0.

2. Montrer que L est dérivable sur |0, +ool.

3. Pour t > 0 on pose

(f * 9)(t /f g(t — ) ds

Montrer que Ly, (p) est bien défini pour tout p > 0 et exprimer sa valeur en fonction
de Ly(p) et Ly(p).

Correction : 1. Soit M > 0 tel que |f| < M. Soit p > 0. La fonction ¢ — f(t)e P est
continue donc mesurable, et

+o0 t+oo M
/ \f(t)|e_tpdt<M/ et ="
0 0 p

Ainsi la fonction ¢ — f(t)e™' est intégrable pour tout p > 0.
2. La fonction p +— f(t)e ' est dérivable de dérivée —tf(t)e~ " pour tout ¢ > 0. Soit
po > 0. Alors pour tout p > pg et ¢t >0 on a

|—tf(t)e | < Mte "o,

Or Tlapplication ¢t + Mte *P0 est intégrable sur Ry (c’est une fonction continue qui
est négligeable devant 1/t en +oco par croissances comparées), donc par le théoréme de
dérivation sous I'intégrale on obtient que Ly est dérivable sur |pg, +oo[. Ceci étant valable
pour tout pg > 0, cela prouve que Ly est bien dérivable sur ]0, +o0].

3. Quitte a prendre M plus grand, on peut supposer qu’on a aussi |g| < M. Soit t > 0. La
fonction s — f(s)g(t — s) est continue sur le segment [0,t] done (f * g)(¢) est bien définie.
En outre, |(f * g)(t)] < tM?. Puisque la fonction ¢ — tM?e~'P est intégrable pour tout
p > 0, la fonction Ly, est bien définie sur ]0, +oco[. Soit p > 0. La fonction

(t.5) = Lo, (s)f(s)g(t — s)e™™”

est mesurable et par le théoreme de Fubini-Tonelli on a

—+oo
// Lio.(s)[£(s)] lg(t = s)| e P ds dt < M2/ te " dt < +o0.
]R+ XRJr 0



D’aprés le théoréme de Fubini-Lebesgue on peut alors écrire

L) = [ ([ 1610t 5)ds) v
_ /O T sy ( / Tt = s)e--om dt) ds
_ /0 T ps)e ( /O ™ g0y d&) ds

= Li(p)Ly(p).

On a effectué le changement de variable § =t — s, df = dt.

Exercice 5. Soit (X, M, 1) un espace mesuré o-fini tel que {x} € M pour tout z € X.
On note
A, = v € X | pl{a}) > 0},

On dit que la mesure p est diffuse si A, = 0.
1. La mesure de Lebesgue sur R est-elle diffuse 7 La mesure de Dirac en 0 est-elle diffuse ?
2. On revient au cas général. Montrer que ’ensemble A,, est dénombrable. En déduire

que A, € M.

On dit que la mesure y est purement atomique si p(X \ A,) = 0.

3. La mesure de Lebesgue sur R est-elle purement atomique ? La mesure de Dirac en 0
est-elle purement atomique ?

4. Donner un exemple de mesure qui n’est ni diffuse ni purement atomique.

5. Montrer que si la mesure p est purement atomique alors pour tout B € M on a

wB)= > p{x}).

x€BNA,

6. Montrer qu’il existe un unique couple de mesures (fi4, f1,) sur (X, M) tel que

= pd + fa;
g est diffuse,

le €st purement atomique.

Correction : 1.La mesure de Lebesgue est diffuse car on a bien A({z}) = 0 pour tout
x € R. La mesure de Dirac en 0 n’est pas diffuse car do({0}) = 1.

2. So0it (Ey)nen+ une suite de parties mesurables de mesures finies telles que UnEN* E, =
X. Pour n € N on note

B, — {x € By |p({z}) > 711}

Comme E,, est de mesure finie, B,, est nécessairement un ensemble fini. Puisque

A, = Bn,

neN

on obtient que A, est dénombrable. Ainsi A, est union dénombrable de singletons, qui
par hypothése sont tous mesurables, donc A,, est mesurable.

3. La mesure de Lebesgue n’est pas purement atomique puisque Ay = 0 et A(R) # 0. La
mesure de Dirac en 0 est purement atomique car As, = {0} et Jo(R*) = 0.

4. Un exemple de mesure qui n’est ni diffuse ni purement atomique est u = A + Jp. On a

A, = {0} et u(R") #0.



5. On suppose que p est purement atomique. Alors pour B € M on a

wWB)=uBnA)= > u{z})

r€EBNA,

car BN A, est dénombrable.
6. On suppose que le couple (ftq, f1q) est solution. Puisque 14 est diffuse et A, est dénom-

brable on a
palA) = S palfz}) =o.

€A,

En outre pour tout z € X on a

n({z}) = pa({z}) + pal{z}) = na({z}),
donc A,, = A,. Puisque p, est purement atomique on a alors
1a(X\ Ay) = pa(X \ Ay,) = 0.

Finalement, pour tout B € M on a

pa(B) = p(BNA) = > p({x}) et pa(B)=p(B\ A
r€A,NB

Inversement on vérifie que p, et pg ainsi définies sont effectivement solutions. D’ou le
résultat.



