L2 PARCOURS SPECIAL MESURES ET INTEGRATION

CC n°2

Mercredi 10 avril 2019 (1h30)

Aucun document (ni calculatrice, ni téléphone, etc.) n'est autorisé. On accordera un
soin particulier a la rédaction.

Exercice 1. Enoncer l'inégalité de Holder.

Exercice 2. 1.En détaillant bien tous les calculs, calculer la valeur de I'intégrale

/ e Do (),
R2

oll on a noté g la mesure de Lebesgue sur R2.
2. En déduire la valeur de l'intégrale
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3. Montrer que pour tout # € Ron a 1 —e™? < 4.
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4. Soit y > 0. Montrer que la fonction z —
la mesure de Lebesgue). On note alors
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5. Sans utiliser les résultats des questions suivantes, étudier la limite éventuelle de £
quand y tend vers +oo.
6. Montrer que F' est continue sur [0, +00.
7. Montrer que F' est dérivable sur |0, 4o00[. Exprimer la valeur de F’ en fonction de
I'intégrale I de la question 2.
8. Calculer la valeur de F(y) pour tout y > 0 (en fonction de I).

Correction :
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2. Puisque la fonction = +— e~

est paire, on a
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Puis, par le théoréme de Fubini-Tonelli et la question précédente,
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3. Pour 6 € R on note p(A) = +e% — 1. f est de classe C* sur R et pour tout § € R

on a
>0 sif<0
") =1-e¢7 -
' 0) <0 sif>=0.
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Cela prouve que f atteint son minimum en 0. Or ¢(0) = 0, donc ¢ ne prend jamais de
valeurs strictement négatives.
4. Soit y > 0. Pour & € R on pose
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La fonction z — f(x,y) est continue donc mesurable sur |0,+o0o[. D’aprés la question
précédente on a, pour tout x > 0,
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Ainsi on a
0< f(z,y) < gy(o)

(@) Y six <1,
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Jy ?12 six > 1.

ol on a noté

Or g, est intégrable sur ]0,1] et sur ]1,00], elle est donc inégrable sur ]0,4oo[. Cela
implique que f(-,y) est intégrable.
5. Correction 1 : Pour y > 0 on a, en effectuant le changement de variables s = /yz,

ds = \/y dz,
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Correction 2 : Pour y > 1 on a comme & la question précédent

f(z,y) g{1 siz <1,

Y 1% sixz > 1.

En outre, pour tout z > 0 on a
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D’aprés le théoréme de convergence dominée on a alors
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6. On a vu que pour tout y > 0 la fonction x — f(x,y) est intégrable sur R,. Pour tout
x > 0 la fonction y — f(z,y) est continue sur [0, +oo[. Soit A > 0. Alors pour tous z > 0
et y € [0, 4]

0< flz,y) < galx),

ol g4 est intégrable (voir question 3). D’apreés le théoréme de continuité sous 'intégrale
on obtient que F' est continue sur [0, A]. Ceci étant valable pour tout A > 0, cela prouve
que F est continue sur [0, +oo[.
7. La fonction f est de classe C* sur |0, +oc[? et pour tout (z,y) €]0,+oo[ on a

of

o (ay) = eV
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Soit A > 0. Alors pour z > 0 et y > A on a
of

0< 2o (z,y) < e
ay(xy) e



Or la fonction z — e=42" est intégrable sur |0, +o0o[, donc par le théoréme de dérivation
sous 'intégrale on obtient que F est dérivable sur |A, +o00[. Ceci étant valable pour tout

A > 0, cela prouve que F est dérivable sur ]0, +oo[. En outre pour tout y > 0 on a
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(on a de nouveau effectué le changement de variables s = \/yz, ds = |/y dx).
8. Puisque f(x,0) = 0 pour tout > 0 on a F'(0) = 0. Soit y > 0. Puisque F est continue
sur [0,y] et dérivable sur ]0,y] on a
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F(y) = lim (F(y)=F(e)) = lim j F(t) dt = lim j \/idt lim (27\/y—21VE) = 21/y.

Exercice 3. Soit t > 0. On pose
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Montrer que I(t) est bien définie et calculer sa valeur. On pourra par exemple effectuer
le changement de variables (z,y) = (Vv? — ¢, /4=).

VoZ—t
Correction : Pour (z,y) €]1, +00[xR on note
1
fon) = ey

Alors f est continue et donc mesurable sur |1, +o0[xR, et elle ne prend que des valeurs
positives.

Pour (u,v) € D = Rx]y/1 + ¢, +00[ on pose

o(u,v) = ( 02—t,““>.
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Cela définit une fonction de classe C* de D dans |1, +o00[xR. En outre pour (u,v) € D

on a
0 v 2
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Soit (z,y) €]1, +oo[xR. Alors pour (u,v) € D (en particulier v est positif) on a

T v2 —t v=+vzZ+t
— uv — U= xy
Y= "7 it

(z,y) = p(u,v) = {

Cela prouve que ¢ réalise une bijection de D dans |1, 4+00[xR dont la réciproque est

@ (= V).

On observe en outre que cette réciproque est de classe C* sur ]1,400[xR (on peut aussi
utiliser le théoréme de I'inversion globale). Ainsi, ¢ réalise un C!-difféomorphisme de D
dans |1, +o0o[xR.

D’aprés le théoréme de changement de variable on a alors
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D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli on obtient pour ¢ > 0.
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Pour ¢ = 0 on obtient par un calcul direct (utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli) :

/ 71 dx d /+OO L d / L d
€T = T =Tr.
[1,4o0[xR T2Y? + 22 Y o a? r1+y? Y

I(t)

Exercice 4. On munit R de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. Soient

p,q € [1,4+00] deux exposants conjugués. Soient f € LP(R) et g € LI(R). Pour x € R
on pose

(f % g)(x) = / f(x—y)g(y) dy.

Montrer que cette intégrale est bien définie pour tout x et que cela définit une fonction
(f * g) bornée. Donner une estimation de || f * g|| ;o en fonction de || f]| ., et [|g|| -



