L2 PARCOURS SPECIAL MESURES ET INTEGRATION

Examen Terminal - 14 mai 2018

Durée : 2h

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé. La qualité de la rédaction sera
un élément important pour la notation.

Commentaires : Il est de bon gotut de vérifier les hypothéses des théorémes que l'on utilise. Cela
permet par exemple de se rendre compte qu’elles ne sont pas vraies. ..

Exercice 1 Soient a,b € R avec 0 < a < b. On munit D =|0,4o0[x]a,b] de la tribu
borélienne usuelle et de la mesure de Lebesgue.
1. Montrer que la fonction (x,y) — e~®¥ est intégrable sur D.

+oo —ax _ ,—bx
2. Calculer / £ _—° dx.
O x

Correction : 1. La fonction (z,y) — e~ Y est continue et donc mesurable sur D. En outre elle ne
prend que des valeurs positives. D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli on a

b ey 4
/ e Y d)\g(a:,y):/ / e "Ydx dy:/ lim dy
D Ja,b[ \J10,+oo[ a \A7Fe | ¥ |,

- /h L4y = n(b) - In(a).
a Y

2. D’aprés le théroéme de Fubini-Tonelli on a

+oo gmar _ e—bw 400 b
/ ——dz = / (/ e ™Y dy) dez = / e "YdXa(z,y) = In(b) — In(a).
0 x 0 a D

O

Exercice 2 Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soient p, ¢ €]1, +o00[ deux exposants conjugués.
Soient (fy), ¢y une suite de fonctions dans LP(X, M, u) et f € LP(X, M, u). On dit que f,
converge faiblement vers f si

Vg € LI(X, M, p), /fngdu~—+/ fgdp.
X n—+4o0o X

1. Montrer que si f, converge vers f dans LP(X, M, u) au sens usuel, alors f,, converge
faiblement vers f.

2. Pour cette question on se place sur R muni de sa tribu borélienne B(R) usuelle et de la
mesure de Lebesgue A. Pour n € N on note f,, = 1, ,,41]. Montrer que f,, converge faiblement
vers 0 mais n’admet pas de limite au sens usuel dans LP(R, B(R), A).

Correction : 1. On suppose que
an - f”p m 0.
Soit g € LI(X, M, u). D’aprés 'inégalité de Holder on a
‘/ fugdn~ [ fq du‘ = ‘/ (fu — f)gd#’ < Nf = £, llgll, —— 0.
X X X i o

11—+

Cela prouve que
n— +oo

/angdu—>/xfgdu-

Ainsi f,, converge faiblement vers f dans L? (X, M, pu).
2. Soit g € LY(R). On montre de deux fagons différentes que

/ang dA\ ——— 0. (%)

n—+oo



e Puisque f,, = f,% on peut écrire par 'inégalité de Holder

\/angdx' < fnll, gl -

On a [|fx|l, = 1. D’autre part f,,g converge simplement vers 0 et pour tout € R on a [(fng)(z)|? <
lg(z)|?. Puisque |g|? est intégrable, on a par le théoréme de convergence dominée

10915 = [ 1fn(@gn(@)I" dX 0.
R n——+oo
Cela prouve (x).
e Soit € > 0. Comme 'ensemble C? (R) est dense dans L?(R), il existe g. € C°(R) tel que ||g — ge I, <
€. ge étant ainsi fixé, il existe N € N tel que f,g. = 0 pour tout n > N. Pour n € N on a alors par
l’inégalité de Holder

wgd\| = | [ fulo—go)dN| < Il g — gell, < e.
[ g x| =| [ futa = sy ar| sl s = ael, < e

Cela prouve (x)

D’aprés (%), fn converge faiblement vers 0 dans L”(R). Montrons maintenant que la suite (fn),, cy
n’admet pas de limite dans LP(R) au sens usuel. D’aprés la question précédente, si une telle limite
existe, c’est forcément la fonction nulle. Or ce n’est pas possible puisque |anp = 1 pour tout n € N.
Donc la suite (fn), ¢y n'a pas de limite dans L”(R). O

Exercice 3 Soit (X, M, ) un espace mesuré. On suppose que p est une mesure finie.
Soit (fn),cy une suite de fonctions mesurables de X dans R. On suppose que f, converge
simplement vers une fonction f: X — R quand n tend vers +oco. Pour n, k € N* on note

g5 = N {z e X1 1@ - f@l < 1 |-

p=n

1. Montrer que E¥ est mesurable pour tout n, k € N*.

2. Montrer que pour tout k € N* on a X = {J, o EX.

3. Soit € > 0. Soit k € N*. Montrer qu'il existe n; € N* tel que p(EF ) > u(X) —e27F.

4. Montrer qu’il existe A. € M tel que u(A:) < ¢ et f, converge uniformément vers f sur
X\ Ae.

5. Montrer que ce résultat n’est plus forcément vrai si on retire I’hypothése que la mesure p est
finie (on pourra par exemple considérer sur R la suite de fonctions définie par fn = L, 5417)-

Correction :
1. Soient n, k € N*. La fonction f, — f est mesurable comme combinaison linéaire de fonctions mesu-
rables. {z € X | |fp(z) — f(x)| < %} est donc mesurable dans X comme image réciproque du borélien

[7 %, %} par la fonction mesurable f, — f. Eif est alors mesurable comme intersection dénombrable
de parties mesurables.

2.S0it # € X. Comme f,(z) tend vers f(x) quand n tend vers +oo il existe n € N* tel que
|fp(x) — f(z)| < %+ pour tout p > n. Cela signifie que € EF. Ainsi,

xc | EN
neN*

L’inclusion inverse étant évidemment vraie, on a bien égalité.
3.0n a EfL C E'Z_H pour tout n € N* et, d’aprés la question précédente, X = UneN* Ef On a donc

k
1(Ep) ——— n(X).
n——+oo

En particulier, puisque €2~ % > 0, il existe n, € N* tel que u(Eﬁk) > p(X) — g2k,
4. On note X
A- = |J X\ E;)).
kEN*
On a alors . .
A) < Do WX \E, )< Y 2 =

kEN* kEN*
Montrons que f, converge uniformément vers f sur X \ A.. Soit n > 0. Soit kK € N* tel que % <.
Soit n > ny. Alors pour z € X \ Ac onax € Eﬁk et donc

@) = F@) < 3 <

Cela prouve que f, converge uniformément vers f sur X \ A..
5. Pour n € N on note f, = 1, ,41). Alors f,, converge simplement vers 0. On suppose par 'absurde

qu’il existe A € B(R) tel que A(A) < % et f, converge uniformément vers 0 sur R\ A. En particulier
il existe n € N tel que

1
sup |f(z)| < 5.
TER\ A 2

En particulier [n,n 4+ 1] C A, ce qui est absurde. O



Commentaires : Attention aux écritures du type

lim EF =X

n—+oo

On n’a pas défini de topologie sur les parties de X. Par contre si la suite (Es)neN* est croissante
pour linclusion et si U, ¢y« E, = X alors p(E;) oo w(X).

Exercice 4 Pour x > 0 on pose

+oo
I(x) :/ t* et dt.
0

1. Montrer que I'(z) est bien définie pour tout = > 0.
2. Montrer que I' est de classe C*° sur R?..
3. Etudier la limite de I" en 0.

Correction : 1. Soit z € Rj_. La fonction ¢ +— t®~*e ™" est continue et en particulier mesurable sur
10, +oo[. Par croissances comparées on a

o—1 — 1
s tet= o (&),
t—+oo \ T

donc par comparaison avec une intégrale de Riemann on obtient que 'intégrale f1+°° t* " le~tdt est
bien définie. D’autre part pour tout ¢t €]0,1] on a 0 < t*~te™" € t*7'. Comme z —1 > —1, on
obtient par comparaison avec une intégrale de Riemann que 'intégrale fol t*~le~t dt est bien définie.
Finalement I'(x) est bien définie.

2. Montrons par récurrence sur k € N ’application t — ln(t)ktm_le_t
x > 0, que I' est k fois dérivable sur Rj_ et que pour £ > 0 on a

est intégrable sur R’ pour tout

+oo
r®(g) = / In(t)*t®tetdt
0

Le cas k = 0 est vrai par définition et par la question précédente. On suppose le résultat acquis
jusqu’au rang k (k € N). Pour tout ¢t € R} D'application In(t)kt®~1e™* est dérivable de dérivée

7] 1 -1 —

— ln(t)ktz lemt = 1n(t)k+1t et
ox

Soient €, A € R} tels que e < A. Pour = €]e, A[ et t € R} on a alors

9 :
o In(t)*t* et

<In(t)* e (teflﬂ]m] + tAfl]lllﬁoo[) .

La fonction g : t — In(t)FTlet (tsflﬂ]owl] thA’l]l]l,Jroo[) est mesurable. Elle est continue sur

J1, +oof et
w0l =, 9 (5)-

o010, (7).

Par comparaison avec des intégrales de Riemann, on obtient que g est intégrable sur ]0, 1] et sur

Elle est continue sur |0, 1] et

[1, 4o0[, et donc sur ]Rf'_. D’aprés le théoréme de dérivation sous l'intégrale on obtient que ) est
dérivable (donc I' est (k + 1) fois dérivable) sur [e, A] et pour = € [e, A] on a

“+ oo
r“““’(m):/ In(¢)* 1=~ 1e ™ gt
0

Ceci étant valable pour tous €, A > 0, on obtient que I' est (k+ 1) fois dérivable sur Ri, et I’expression
précédente est valable pour tout =z € ]Ri.
3. Montrons que

1
T'(z) > / t® e tdt —— 4oo.
o z—0
La premiére inégalité résulte du fait que I'intégrale entre 1 et +oo est positive car t*“te™t > 0 pour

tous > 0 et t > 1. Soit (zn),cy € (]Ri)N une suite qui tend vers 0. Pour tout t €]0, 1] la suite

(™ ~1e™t), cn est croissante et tend vers t"le”t. Or

et e !
/ —dt> / —— dt = +oo.
10,17t jo,1) ¢

Par le théoréme de convergence monotone on obtient que
! 1 -t
/ t* T e TV dt ————— +00.
0 n—+oo
Ceci étant valable pour tout suite (x")nGN qui tend vers 0, on obtient que

1
/ T let dt —— +o0.
0 x—0



Commentaires : Pour la derniére question, on obtient une limite infinie. Le théoréme de convergence
dominée ne donne JAMAIS une limite infinie.

Exercice 5 Soient p et v deux mesures o-finies sur (R, B(R)).

1. Montrer que {z € R|u({z}) > 0} est dénombrable.

2.0n note A = {(z,z),z € R}. Montrer que

(r@v)(A) =) u({zhr({z}).

z€R

Correction : 1.8So0it (An), ¢y une suite croissante de boréliens de R telle que (A, ) < +oo pour
tout n € Net U, ey An = R. Pour k € N* I’ensemble

Ak — {w € Ap | u({z}) > %}

est nécessairement fini. Or si € R est tel que p({z}) > 0 il existe n € N et k € N* tels que z € A,
et u({x}) > +, donc x € A% Ainsi
{z e Rl p({=}) > 0}

est inclus dans I’ensemble dénombrable U, ¢y Uy en* AZ, et est donc lui-méme dénombrable.
2.0n note {z € R|p({z}) >0} = {xm},,cp» avec M C N et les z,,, m € M sont deux a deux

distincts. On sait que A € B(R) ® B(R) = B(R?) car c’est un fermé. En outre pour z € R on a
{v eR,(z,y) € A} = {z}.

On a alors

(n@v)(A)= [ p{zPdv(z) = Y p{znHr{za}) = Y n({zhr({e}).

R meM zER

T

La derniére égalité est simplement due au fait que les termes qu’on ajoute sont nuls. O



